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PEAEFATIO 


Qiiemadmodim in Tomo priino motus libcros corporum a quibiiscunque potentiis solU- 
oitaiorum expoBiii, ita in hoc Tomo altero moius non liberos pertracfcare constihii; quae 
differentia in anotus oxplicatione tanli est niomonfci, ufc ex ea merit o totius operis divisio 
sit fficta. In moiii cnim libero via a corpore descripta cum ex motu iam insito, turn ex 
poteiitiiB tarn absolntis quam resistentia, quibus corpus afficitiir, determinatur, quia praeter 
poteniiafi et resistontiam nihil adesse ponitur, quod corporis motum determinet. Atque 
idcirco motus libori haeo est primaria proprietas, ut via a corpore descripta omnino non 
prcinatur; canalis soilioot secundum viam, quam corpus describere debet, exactc incurvatus 
a corporo transeunlo nullam omnino pressionem sustiuebit, sed corpus per eum libere trons- 
ibit Til motu antem non libero praetor potentias ot resistontiam, quibus corpus soUicitatur, 
viain prnosoriptam esse ponimus, ita ut corpus sit co actum in hao via inovori. Haec ergo 
via praesoripla ad instar canalis commode considorari potest, in quo corpus movetiir, neque 
ox eo erumpero potosi Oum igitur in istiusmodi mofcibus data sit via, in qua corpus moveri 
dobot, iiiquivondum est, quantam corpus a quibuscunque potentiis et resistentia sollicitatum 
in singulis locis habiturum sit celeritatora, quippe qua cognita totus motus perfecte cogno- 
soitur. Pi’aotorea aulom cum corpus, nisi in hoc canali esset inclusmn, aliam lineam descri- 
borofc, rotinobit saltern in canali conatum in ea linea, hi qua, si liberum ossefc, moverotur, 
Ijrogrediendi hoequo conalu lalora canalis promet et, nisi satis babeant firmitatis, reipsa 
disrumpot. Haiic ob rem praeter celoritatom, quam corpus in singulis canaHs locis liabebit, 
doienuinari dobot quoquo pressio, quam in latera canalis exorcet, eiusque pressionis direotio, 
quo iinnitas iatorum canalis ad corpus rotinendum requisita cognosoatur, Huiusmodi autem 
motus non liberi otiam sine canali aUis modis produci possuni, id quod observare licet in 
penduUs atque in fundis, quilms corpus itidem in data linea moveri cogitur, Pendulis enim, 
prout Hucusnius docuit, effici potest, ut corpus in qnaounque curva praescripta moveri oogatur, 
quemadmodum in pendulis turn simpliciter suspensis, quibus corpus in linea oirculari moveri 
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cogitur, appftret, turn iis, quae intra cycloides suspendi solcnt, quibus corpus in cycloide 
moTeri cogitur; siniilique modo effiei potestj ut corpus in data quaque curva incedere cogatur» 
Haec igitur esfc prima species inotus non liberi, qui fit super data linea, Praeter earn 
aidem alia species motiis non liberi attend! meretiir, in qua non ipsa quidem via, sed tan- 
tum. superficies praescribitur, in qua corpus moveri cogitur; minus igitur liaec motuum non 
liberoruin species est restricta quain prior, cum in hac corpori adhuc libertas sit relicta sibi 
viam in data supeidicie sitam eligeiidi, Hanc ob rem liaec motus non liberi species ita 
tractari debet, nt primo linea in data snperficie detenninetur, qiiam corpus a potentiis et 
resistentia sollicitatum descrihet, deinde vero, ufc celeritas corporis in singulis lunus lineae 
punctis definiatur, tertio denique, ut etiam pressio, quam corpus in superficiem exercet, 
investigetur. Hniusmodi aiitem motus non liberi pariter ac priores pendulis quoque com- 
mode repracsentari possnnt; corpus enim pendulum oblique impulsum, ut eius directio non 
sit in plauo verbicali, lineas curves vaiii generis describet, quae autem omnes sunt in supor- 
ficie spliaoricn, cuius centrum in ipso suspensionis puncto extat. Inqiiisitio ideo Indus motus 
hue redit, ut in snperficie sphaerica primo linea, quam corpus proiectum describet, deter- 
minetur, deinde veto celeritas in singulis locis et tertio pressio, quam in superficiem exercet. 
Simili modo etiam perspicitur effiei posse, ut corpus pendulum non ad superficiem splmo- 
ricam, sed ad aliam quamque restringatur, dum scilicet circa punctum suspensionis super- 
ficies evoluta disponatur, Haec igitur esfc altera motuum non liberorum species, quae in 
moiu super data snperficie determinando occupatur; atque in his duabus motuum non libo- 
rorum speciebus indagandis totus Me Tomus seoundus absolvitur. 

Quo ergo ad hanc tractationem, quae scitu necessaria sunt, praeparentur, in Capite 
primo fimdamenta et principia exposui, ex quibns, quae ad cognitionem utriusque specie! 
motuum non liberoruin pertinent, derivari queanfc. Deinonstravi nimirum corpus a nullis 
potentiis sollicitatum tarn super data linea quam super snperficie motu aequabili moveri 
dobere; in superficie autem fore viam a corpore descriptam ipsam Uneam brevissimam, quae 
in ea superficie duci potest. Deinde investigavi leges generales, quas quaeque potentiae atque 
etiam resistentia turn in accelerando vcl retardando motum, turn inpressione generanda observant. 
Ad Imee etiam doctrina de vi centrifuga exponitur, quam corpora etiam a nullis potentiis 
sollicitata exercent quaeque ex motu curvilineo, quo corpus incedere cogitur, ortuin habot, 
In Capitibus deinde secundo et tertio motus corporum super data linea tarn in vacuo 
quam in medio lesistente fuse contemplor ot examine* Primo nimirum motum determine, 
quo corpus a quibuscunque potentiis sollicitatum super data linea sive recta sive curva 
movetur, sive deseendendo sive ascendendo; atque si curva ita fuerit comparata, ut tarn ad 
descensus quam ascensus producendos sit idonea, oscillationes quoque deflnio easque inter 
so ratione temporum coinparo; atque in hoc negotio indolem et proprietates oseillationum 
tom in ciroulo quam cycloide factarum definio. Deinceps problemata tracto inversa, quibus 
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potiseimum pro datis potentiis soUicitautibiis in eurvas inquire, ^uper quibus niotus datam 
habeat proprietafcem. Hue scilicet pertinent problemata de invenienclis ciirvis aequabilis 
descensus vel recessus a date puncto et liuiusmodi plura, quae vel ab aliis’ iam sunt tni- 
ctata, vel ad quae ipsum insfcitutnm percluxit. Inter haee pz'ae ceteris eminent problemata 
(le lineis bracliystodironis et tautochrouis, quorum iitruinque ad ulteriorem, qunin adliuc a 
quoqnam est factum, porfectionis gradnm cyexi. Circa eurvas enim bracliystocliroiias errorem, 
qui a nonnullis tarn in vacuo quam medio resistente erat eo minis sub, correxi et loco priii- 
cipii Hugeniani in se quidem veri, sed insufficientis, aliud latissime patens substitui, quo 
demoiistravi in quocimque medio et potentiarum sollicitantium hypotliesi quaciinqiio cam 
perpetuo curvam esse bracliysioclironam, super qua corpus ita moveatur, ut tota pressio 
duplo sit niaior quam vis ceutrifuga. Simili modo novam atque genuinain eurvas tanto- 
chronas inveniendi methodum trade (quae enim ante sunt inventao taut och ton ae, nulla om- 
nino inotliodo, sed potius divinalione simt erutae), cuius ope non solum cyoloidein iam 
dudum sub tautochronao nomine celebrem inveni, sed praetor earn innumerabiles alias eurvas 
quaesito satisfacientes elicui, inter quas adeo curvam algobraicam obsorvavi; praeterea tarn 
ex aliis agnatis quaostionibus in vacuo quam ex iutegra huius negotii tractationo pi*o modio 
resistento praostantiam et utiliialem huius methodi abimde intelligore licebit. Coteriim uti 
haeo meihodus in star speciminis tarn Analyseos quam Mcchanicac promotao est censenda, 
ita quoquQ passim in difficiliorum quoruudam problomatuni solutionibus non contomnenda 
Analyseos subsidia apparebunt, quibus oLiam Imec sciontia non parum promota esse videatur. 

In quarto doniquo Oapite motum super data snperfleie persequor, quao doclrina, uti a 
nemino adhuo est taeta, ita quoquo trnclatn est difftcillima propter naturaiu et proprietatos 
solidoriim nondum satis porspectas neque ad calculnm rovocatas. Anteqiiam igitur do huius 
modi inotu quicquam stalni potuerat, motliodum oxponere necesso crat, qua proprietatos 
superlicierum ot linoaruin in iis ductanim orui atque calculo subiici posscnl. Hoc itaque 
praostiii ope aoqiiationum tres quantitates variabiles continontium, quibus iam ante turn in 
Comment. Tomo III ad lincam brovissimam super qiiavis superficio detorminandam, turn 
in huius Tractatus Tomo praecodonlo ad inotus liberos non in eodem iilaiio factos investi- 
gandos sum usus. His deniquo praeparatis i)rogredi licuit ad offectus potentiarum in corpora 
super supcrficiebus mota dofinionclos, ex quibus moclum olicui tarn viam a corporo descriptom 
quam roliqua inotus symtomata invouiondi, Quinn voro calculus, quaindiu in generalibus 
vorsamur, nimis flat i)rolixus ol traotalu difficilis, omissa rosistoiitia omnia ad vacuum et 
gravitalom ordinariam reduxx atque praooipue motum penduloriim oblique oscillantiuni sum 
perscrutatus, cuius motiis anomalias el abeldum progressioiies diligenter determinavi 

Haec igitur sunt, quao in isto Tomo secunclo sum oomploxus, quibus expeditis operam 
dabo, ut, quam primiim liouerit, motus corponnn finitorum et primo quidem rigidonim in 
orclinom roducam atque pari mothodo exponain» 
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CAPUT PBIMUM 


DE MOTU NON LIBEEO IN OENERE 

DBFINITIO 1 

1. Corpus non libere mover i didtur, qimido externa ohstacula impediunt, quo 
minus nixta cam direcHonem progrediatur , iuxia quani own raiione moius insiti 
turn rations potentiarum sollicitantium moveri deheret. 

SCHOLION 1 

2. In motu puncti libero, quern parte priiua exposuimus, spatium, in 
quo corpus movebatiu*, ab omnibus obstaculis vacuum assumsiinus; mmc vero 
spatium ita comparaium pouomus, ut corpori non liceat in quaque directione 
progredi propter drmos parietos tranaitum non permittentes. 

OOBOLLARIUM 1 

3. Quando itaque corpus in motu suo obstaciilum invenit ideoquo earn 
diroctionem, secundum quam tendit, conservaro non potest, turn vel quiescere 
vel in alia directione motum continuare dobebit. 

OOROLLARIUM 2 

4. In quanam autem directione corpus progrediatur post occursum ob- 
staculi, ex circurastantiis turn motus turn positionis obstaculi iudicari debet. 

SOHOLION 2 

6. Videtur haec doctrina ad motum corporum ex percussioue pertinere, 
qua de re tainen hoc libro non agetur, Hoc vero libro alius generis obsta- 
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cula assumimus, quae illam notitiam non requiruni Sunt baec obstacula 
continua, quae motum puucti reatiingunt neque uUam reflexionem admittunt; 
cuiusmodi esfc tabus vel canalis sive lectus sive incurvatus, in quo corpus- 
culiuu motum contiauare debet. Hoc casu via penitua piaescribitur, in qua 
corpus progredietur, neque propter tubi firinitatem inde egredi poterit. Quare 
cum hie loco corporis punctum consideremus, hac positione punctum in data 
linea moveri debebit neque ex ea excedere poteiit. 

SCEOLION 3 

6. Duas autem hoc libro pertractabimus motus impediti sen restricti 
species, quarum primae modo mentionem fecimus quaeque complectitur motus 
punctorum super data linea sive recta sive curva. Altera species minus re- 
stringit motus libertatem; superficiem enim tantum praescribit, in qua corpus 
perpetuo versari debeat, Atque has duas motus impediti species isto libro 
sumus exposituri. 


GOEOLLABIUM 3 

7. Quae igitur in prima specie sunt inquirenda, sunt corporis aeu potius 
puucti celerilas in quovis lineae praescriptae loco, pressio in hanc lineam oi 
tempus, quo punctum datam viae portionem percurrit. 

COEOLLARIUM 4 

8. Circa motus alterius speciei autem praeter haec inveniri debet ipsa 
linea, quam corpus super superficie data describit. Quarum rerum fontes hoc 
primo capite aperiemus. 


SOHOLIOH 4 

9. Hoc vero capite primum investigabimus motus utriusqne specioi, si 
corpus a nullis potentiis sollicitetur; ubi ostendimus, qua celeritate id pro- 
gredi debeat et quanta vi ubique tarn lineam datam quam superficiem datam 
p'emat. Sed si superficies tantum data fuerit, praeterea viam determinabimus, 
in qua corpus movebitur a nullis potentiis sollieitatum, Deinde vero prin- 
cipia expoiiemus, ex quibus iudicari licebit, quae mutationes a potentiis solli- 
eitantibus tarn absolntis quam relativis oriantur, quo in sequentibus capitibus 
smgula distincte dsduesre queaniTis, 
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SCHOLION 5 

10, In his autem motibus tarn super lineis quam superficiebns datis 
animuin ab omiii frictione abstrahimus neque ullam motus retardatiouem 
ponemus. Quamobrem lineae et superficies, super quibus piuicta nioveri 
ponuntur, levissimae concipi debent et omni asperitate destitutae, ne motus 
retardatioui propter earn sit obnoxius. Motum rotatorium quoque oinuino 
ex animo profligari oportet, cum ex eo mutationes in motu oriantur, qiiae 
deminn in sequentibus explicari possunt. Hanc ob rem punctuin quasi re- 
jpendo inoveri concipiendum est, ut eius para quaeque, si modo in pamcto 
partes concipi possunt, eundeni habeat motum. 

SCHOLION 6 

11, Quae igitur in praecedente libro traditae sunt et in hoc de motu 
punctorum tradentur, ad corpora finitae magnitudinis quoque accommodari 
possunt, si modo eorum motus sibi sit perpetuo parallelus et omnes partes 
corporis aequaH motu sint praeditae. Hoc vero ex sequentibus libris clarius 
apparebit, quibus casibus finitorum corporum motus a motu punctorum non 
discrepet, Quocirca in his libris ideo puncta tantum consideramus, quia, ut 
partibus destituuntur, ita etiam in partibus diversi motus inesse nequeunt. 


PROPOSITIO 1 

THEOREM! 

12. Goripus seu pundum, quod super linea data movetur et a nidlis poteniiis 
solUcitatur, perpetuo eandcm ceJeritatem conservaUt, si modo illitis lineae dtto quae- 
que elementa contigua misquam finitae magnitudinis angulwn constituant. 

DEMONSTEATIO 

Quia corpus, dum in linea AM (Pig. 1, p. 10) movetur, a nulla potentia 
solUcitatur neque fiictioni ullus conceditur locus, motus corporis aUter variari 
nequit, nisi quatenus linea A3I impedit, quo minus corpus Ubere moveri possit; 
ex quo, quae celeritatis immutatio oriri deheat, investigandum est. Sit celeritas, 
quam corpus in M habet, = cj hac igitur celeritate corpus, si libere moveretur, 
in tangGnte Mv progredereturj quod vero, quia corpus curvam AM deserei'G 

Leonhardi EoLURt Oporft omniti IIs Meehanion 2 
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non potest, fieri nequit, seel corpus cogitur per Mm progi’ecli. Hanc ob causam 
concipiatur motus corporis secundum Mv resolutus in motum per Mm et 

motum per Mn, existente Mmvn parallelo- 
0 gramme rectangulo. Perspicuum bic est motum 
per Mn, cuius directio est normalis in curvae 
elementum Mm, penitus absorberi neque ullum 
effectum in celeritate immntanda habere posse. 
Cm-pus igitnr altero motu progredietnr in Mm 
celeritate^ quae est ad pristinam celeritatem nt 
Mm ad Mr; quare celeritas, qua corpus ele- 
mentum Mm describit, orit Quoniam 

vero 3Irin est triangulum ad m rectanguliun 
ideoque Mm<Mv, celeritas haec minor orit 
quam p>rior c atque celeritatis decrementum 
exit = Ad huius valorem invenien- 

lliV 

dum sit MO, radius osculi curvae in M, =r et elementum Jfw = ds; eritque, 
ob ang. 0= ang. MO \Mm-=^Mm:mv, ex quo prodit w = atque 

Mv - yiiU' + i?) - y r(r’ + is*) - * + ■ 

Ex hoc iam obtinebitur decrementum celeritatis, dum corpus curvae elemen- 
tum ds percurrit, 

cds^ 

cuius integrate dabit decrementum celeritatis, dum corpus finitam curvae ^ilf 
portionem percurrit. At expressio aequivalet differentiab secundi gradus; 
eius ergo integrale erit differentiale primi gradus. Quamobrem decrementum 
celeritatis, postquam corpus quantumvis arcum curvae datae percurrit, erit 
infinite parvum atque corpus motu uniformi feretur per totam curvam AM, 
si mode radius osculi r nusquam fuerit infinite parvus. Q. E. D. 

COEOLLARIUM 1 

13. In Omni igitur curva, in qua radius osculi nusquam est infinite parvus, 
corpus movebitur uniformiter, siquidem a nulbs potentiis sollicitatur neque 
frictionem patitur. 
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COROLLmUM 2 

14 Si radius osculi est infinite paiTus, turn vel est qiiantitas finita 
vel differentiale primi gradus. Illo casu corpus flnitum celeritatis gradum 
amittet, lioc vero tantuin infinite parvum. 

COROLLIBIUM 3 

15. Gum autem istius modi puncta in omnibus curvis sint rara et a se 
invicem dissita, corpus tamen arcum inter duo talia puncta interceptum 
motu uniform! percurret. 


SCHOLION 1 

16. Casus, quibus corpus celeritatis finitum decrementum subito patitur, 
alii non esse possunt, nisi ubi curva habet cuspides. His enim in loois 
corpus directe revorti cogitur et normaliter in punctum cuspidis impingit. 
Tunc igitur corpus non solum finitum celeritatis gradum amittet, sed omnino 
omnom motum amittoro debobit; nisi forte corpus ponatur elasticum, qiro 
casu eadem celeritate, qua incurrii, refloctotur atque ita motum uniformem 
conservabit. In cuspido enim duo elomonta angulum infinite acutum con- 
stituunt. 

SOHOLION 2 

17. Praoter cuspides vero alia dari possunt in curvis puncta, in quibus 
radius curvodinis est infinite parvus; quia vero duo quaeque elementa con- 
tigua fere in directum sunt posita et angulus deinceps positus ost infinite 
parvus, fieri non potest, ut ox demonatrationo apparet, ut corpus finitum 
celeritatis docroraentum patiatur. Quamobrom, cum istiusmodi puncta sint 
rara, corpus nihilomiuus motu aequabili movobitur. 

COROLLAEIUM 4 

18. Si igitur corpus motum fuerit elasticum, in quacunquo curva semper 
motu aequabili feretur; at si non sit elasticum, cuspides tantum motum turba- 
bunt, dum eum prorsus tollunt. 
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SCHOLION 3 



19. Ut haec clarius percipiantiar, sint duo curvae elementa AB, B G (Fig. 2) 
et anguli ABC, quern constituunfc, cleiuceps positus GBB infinite parvus, 

cuius sinus sit de posito sinu tote — 1 . Quia cor- 
pus, postquam elementum AB descripsit, vi insita 
ill BJ) progrcdi coiiatur celeritate priore, quae sit c, 
eius motus dujilex concipiatur, alter in directione 
B G, alter in directione ad B G norniali, qui in effec- 
tum duci non potest. Demisso igitur B m BG 
perpendicuio D G corpus altero motu per B G movebitur celeritate, quae est 
ad priorem ut BG ad BB, i. e. ut V{1 — ad 1, Per BC idcirco liabebit 
celeritatem cy(l — sen e — ^ ; quare celeritatis decremeutum erit 
quod aequivalet difi'erentiali secundi gradus. Ex quo intelligitur, quam- 
diu in quaque curva angulus GBB fuerit infinite parvus, corpus motu aequa- 
bili esse progrossurum. At in omni curva angulus {GBB] vel est infinite 
parvus vel angulus ABG ipse, quod in cuspidibus accidit. Consequenter 
cuspides tantuin motus uniformitatem perturbant, nisi corpus fuerit elasticum, 
quo casu nibilominus motus uniformitas conservatur. 


PROPOSITIO 2 

THEOREMA 

20. Bum corpus mokif unifonni in curva AM (Fig. 1, p. 10) movetur, in 
singulis punctis M preniet cm'mm normaliter vi, quae est ad corporis vim gravi- 
taiis ut altitudo eius celeritaii dcbita ad dmidium radium osculi. 

DEMONSTOATIO 

Si corpus in curva AM libere moveri deberet motu aequabili, turn ubique 
vim ade,sse oporteret normalem corpus secundum MO tralientem tantam, quae 
se baberet ad corporis gi'avitatem ut altitudo celeritati corporis debita ad di- 
midium radium oscnli JfO, ut ex demonstratis libri praecedentis [§165,209,662] 
apparet. Msi enim taiis vis adesset, corpus in linea recta progrederetur. Hoc 
autem casu canalis AM, in quo corpus inclusum concipitur, impedit, quo minus 
corpus in recta progrcdiatur. Quamobrem corpus tanta vi canalem normaliter 
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premet secundum directionem Mn. Si enim talis vis uormalis adesset, corpus 
in canali AM libere moveretur ueque ilium premeret; liac vero vi abseute, 
ut Me ponimus, necesse est, ut corpus ipsum canalem tanta vi premat. Q. E. D. 

COROLLAEIUM 1 

21. Si igitur altitude celeritati corporis dobita ponatur v ot radius 
osculi MO = r atque gravitas corporis =1, quam scilicet baberet, si in 
superfleie terrae esset positum, erit vis, qua corpus canalem in M secundum 
Mn premet, = ~ • 

COROLLAEIUM 2 

22. Si corpus maiore vol minore celeritato moveretur in curva AM, turn 
pressio in M maior vel minor esset in duplicata celeritatis rationo, quia 
altitudo V quadrate celeritatis est proportionalis. 

COROLLAEIUM 3 

23. Directio buius pressionis est uormalis in curvam et direct© contraria 
est positioni radii osculi MO. Quare radius osculi in alteram curvae partem 
productus dabit directionem huius pressionis. 

COROLLAEIUM 4 

24. Si corpus in linea recta movetur, haec pressio erit pulla ob radium 
osculi infinitum. Hoc qnoque ex ipsa motus natura per.spicuum est. Corpus 
enim inotum in recta uniformiter sponte progreditur et hanc ob rein canalem 
rectum non premit, 


COROLLAEIUM 6 

25. Si curva jLM fuerit circulus, pressio ubique erit eadem. E" 
maior erit, quo minor est radius circuli. Existonte enim coleritatf 
pressio erit reciproce ut radius circuli. 

SCHOLION 1 

26. Quo corpus in curva AM libere mover 
est, ut secundum normalem MO trabatur vi 
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corpus tanta vi in plagam oppositam niti; alioquin enim ilia vi non esset 
opus ad corpus in curva conservanclum. Dum igitur corpus in canali AM 
moveri cogitur neque eius nisua a vi normali tolliiur, htinc nisuin re ipsa 
in canalem exercebit. Quamobrem talis canalis tantam firmitatom habere 
debebit, ut banc pressionem sustiuere queat, 

COROLLARIUM 6 

27. Apparet igitur corpus motum sine ullo celeritafcis clispendio olToctiini 
edere posse, qui scilicet consistit in pressione definita. 

COROLLARIUM 7 

28. Ex motu ergo solo pressio oriri potest. Quamobroin, uti ex pres- 
sione seu a potentiis motus generatur, ita quoque ex motu pressio oriri 
potest. 

SCHOLION 2 

29. Intelligitur hinc, quod iam supra innuimus libro iirinio [§ 102 1, in- 
certum esse, utrum motus potentiis debeatur an vero potontiao inotui. Videinus 
enim in mundo utrumque, potentias nempe et motum, existoro; ntriun igitur 
alterius sit causa, quaestio est turn ex ratione turn ox observationilius do- 
cideuda. Rationi quidem minime consentaneum videtur corporibus conatua 
insitos tribuere, multo minus potentias per so existontos sfcatuoro. Praetoroa 
vero is pbaenomenorum causas genuinas dedisso censendiis ost, qui omnia a 
motu orta demonstraverit. Motum enim semel existentoin porpetuo consor- 
vari debere dare ostendimus supra [§ 63]; hie vero, queinaclmodum ex motu 
potentiae oriantur, exposuimus, Quemadmodum vero potontiae sine motu vol 
existere vel conservari queant, concipi non potest. Quamobrem concludimus 
omnes potentias, quae in mundo conspiciuntur, a motu pro venire; atquo dili- 
genti scrutatori iucumbit investigare, ex quonam quorumque corporum motu 
quaelibet potentia in mundo observata ortum suum habeat. 

SCHOLION 3 

30. Cum difficile intellectu sit, quomodo talis effoctrus, pressio scilicet 
contiuua, a corpore moto sine ullo celeritatis dispondio oriafcur, oporae protium 
erit in huius rei causam inquirere. Yidimus in praecedente propositione 
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mofcum corporis in curva linea nou absolute aequabilem esse, sed celeritatem 
revera decrementiim pati, dum corpus per singula elementa cnrvae movetur. 
Haec vero decromeuta differentialibus secuncli gradiis aequivaleut, ut etiam 
infinities repetita celeritatem corporis infinite parum tantum minuere queant. 
Huic igitur infinite parvo celeritatis decremento pressionem adscribi deb ere 
iudico; in hacque sententia eo magis confiimor, quod, quo mains sit hoc 
celeritatis decremeiitiun, eo maior quoque exisbat pressio. Cum pressio in 
M sit ~ hacque vi totum elementum Mm, dum percurritur, prematur, licebit 
huius pressionis efPectum in Mm^ds exponere per Supra vero 

decrementum celeritatis, dum corpus elementum Mm percurrit, inventum 
est (§ 12). Quod autem ibi erat c, bic nobis est Yv; ergo cum esset 


— dc~ 




erit 


dv ds^f/'V 


seu 


— = 


t>ds^ 


Habebitur ergo — 4vdv = = quadrate pressionis, quam sustinet ele^ 

mentum Mm, 

COEOLLAEIUM 8 


31. Quadratum pressionis ergo in Mm exercitae aequivalet decremento 
ipsius 2v^. Atque si hoc decrementum aequale fuerib ipsi ds\ turn pressio 
aequalis est vi gravitatis, ex quo comparatio harum pressionum cognoscitur. 


COEOLLAEIUM 9 

32. His ergo concessis istud infinities infinite parvum celeritatis decre- 
mentum sufflcit ad pressionem flnitam producendam, Quamdiu enim ipsius 
■y* docremontuni homogeueum est ipsi ds^, pressio est finita; sin vero id de- 
crementum infinities mains existeret quam ds^, pressio quoque foret infi- 
nite magna. 


DEFINITIO 2 

33, Pressio haec, quam corpus in linea avrva motum eaercet in hmic lineam, 
vocaHir vis centrifuga, eo, quod eius direetio a centra dreuli osculatoris 0 tendit. 

COEOLLAEIUM 1 

34. Vis centrifuga ergo est ad vim gravitatis nt altitude celeritati de- 
bita ad dimidium radium osculi. 
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COROLLARIUM 2 

35. Qiianclo ergo corpus in linea curva moveri cogiiur, lianc cnrvam vi 
ceutrifuga premit, etiamsi a nulla potentia sollicitetur. 

SCHOLIOK 

36. Quaudo vero corpus a potentiis quoqiie solRcitatur, prossio quoque 
in caualem ab Ms potentiis orietur tumque canalis duplici rationo premetur, 
partiin nempe a potentiis, partini a vi ceutrifuga. Nunc igitur, quid potentiae 
in corpus non libere motuin valeant, investigandum ost. 


PEOPOSITIO 3 

THBOREMA 

37. Si corjms, quod in canali A3f {Pig. 3) movetur, sollicitetur in M a 
■potentia 3IN, ciiitis dirccUo normalis cst in curvani A3i, celeritas neque augeUkir 
neque mimiekir, seel tota potentia in premendo canali consimetnr. 

DBMONSTRATIO 

Ex priore libro [§ 164] manifestuni est potentiam, cuius directio in diroc- 
tionem motus sit normalis, celeritatem. neque augere neque minuere. Quan- 

quam hocenim ibi de motu libero est demon- 
stratum, Me tamen eodem rigore locum 
babet, cum potentia normabs corpus neque 
in consequontia neque in antecedentia trabat. 
In motu libero vero potentia normalis direc- 
tionem corporis immutat, quern eft'ectum 
boc loco habere non potest. Hac igitur vi 
appi'imetur corpus ad canalem et conso- 
quenter tanla vi canalem premet in direc- 
tions MN> Q, E. D. 

COROLLARIUM 1 

38. Directio igitur tabs vis normalis vel incidit in directionem vis centri- 
fugao vel ei directs est contraria. Illo casu auget vim centrifugam, boc 
casu minuit. 
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COEOLLARIUM 2 

39. Quia directio vis contrifugae in coiivexam curvao partem incidit, 
eius effectus augebitur, si uoruialis vis directio in eandem plagam incidit; 
at si normalis vis in concavam partem dirigitur, minuetur effectus. 

COEOLLARIUM 3 

40. Si vis normalis fuerit = N et vis centrifuga ut ante = ~ , pre- 

metur curva vel vi si hae vires fueriut conspirantes, vel vi — N, 

si fuerint contrariae. 

COEOLLARIUM 4 

41. Si vis normalis fuerit aequalis et contraria vi contrifugae, curva 
nullam pressionem sustinebit, seu corpus ex oa egredi non conabitur. Tloc 
ergo casu eandem curvam corpus libere describoret; id quod persplcimin 
quoque est ex vi norniali, quae turn est ^ ; hac enim efficitur, ut corpus 
aequabiliter in quacuuque curva libere moveatur. 


PROPOSITIO 4 

THEOEEMA 

42. Si corpus, quod in canali AM (Fig. 3, p. 16) mopetur, in M sollioiietur a 
pofentia, cukis directio sit secmidmn tangentem MT, Imkis effectns in hoe cousistet, 
ut celeritatem corporis vel augeat vel dimiimai eodem modo quo in motu lihero. 

DEMONSTRATIO 

Quia huius poientiae directio est ipsa canalis tangens MT, canalis 
effectum huius potentiae impedire non potest; neque etiam in canalem haec 
potentia ullum effectum exercere poterit. Quamobrcm augebit baec potentia 
vel diminuet celeritatem corporis, prout eius directio direction! corporis vel 
conspirans vel contraria fuerit, prorsus ac si corpus libere nioverotur. Atque 
posita altitudine celeritati in M dobita —v, elemento Min = ds et vi 
MT=1\ erit dv^Tds accelerante potentia T; at retardaute ea erit 
dv^ — Tds. Q. E. D. 

Lko^liaudi Eulehi Opera omuia II 8 Meohanica 
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GOEOLLARIUM 1 

43, lu motu corporum igitur super liiieis datis vis normalia pressiononi 
tantum generat in eas, via tangentialis vero celeritatem iantum afficit. 

COROLLAEIUM 2 

44. Cum vis xesisientiae effectuni vis tangentialis retardantis praestet, 
eodeni quoque mode aget in motum corporum super datis lineis ac in motuni 
liberum. Si igitur praeter vim tangentialem accelerantem T affuerit I’esi- 
stentia li, prodibit ex ambabus coniunctim dv‘=> Tds — Rds, 


PEOPOSITIO 5 

PROBLEMA 

45. Si corpus super Unea data AM (Pig. 4) moveatur in medio guocunque 
resistenie et insiiper sdllicMetur a ptoteniia ahsoluta, cuius directio sit MP, deter- 
viinare effectual tarn potentiae absolutae qiiam reststentiae nec non pressionem, 
quam curva AM sustinet 


SOLUTIO 

Sit altitude celeritati in M clebita = v, vis resistentiae = i2 et vis ab- 
soluta MP = P, cuius directio sit talis, ut suinto elemento Mm «= ds sit 

perpendiculum mn ex m in MP demissum == dx et 
Mn == dy<=y[ds^ — da?*). Resolvatur potentia P in has 
duas secundum MN normalem in curvam et MT 
tangentem trahentes; erit ob triangula MPT et Mmn 
similia vis normalis MN seu PT = et vis tangeii- 
tialis MT == celeritatem augons. Quia vero vis 
resistentiae celeritatem minuit, augebitur celeritas 
tantum ab excessu — P; banc ob rem erit (§ 42) 

dv = Pdy — Pds. 

ifRcit, ut curva in M tantundem prematur secundum 
-^exam curvae partem sitani. Quaro, cum vis centri- 
argeat, quae est = designante r radium osculi 
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in M, ertt vis totalis, qua curva in M secundum MN premitur, 

Pdx . 2t> 

Unde turn motus corporis super curva turn curvae pressio in singulis pimctis 
innotescit. Q. E. I. 


COROLLAEIUM 1 

46. Ex his duabus formulis igitur accolerationem eb pressionein exprim en- 
tibus omnia cleduci possimt, quae ad motuin super Imois datis pertinent. 

SOHOLION 1 

47. Hie quidem unicam potentiam absolutam posuimus; nihil ominus 
tamen satis ex eo intelligitur, quomodo plurium polentiarum effectus sit de- 
terminandus. Scilicet quemadmodum in motu libero focinius, ita etiam hie 
singulae potontiae in hinas, normalem nempe et tangentialoin, sunt resol- 
vendae, ex qnibus colhgendis una vis normalis unaque tangentialis oritur j 
quarum efiPectus per propositiones 3 et 4 determinari potorunt. 

SOHOLION 2 

43. Hactenus igitur fundamenta exposuimus, ex quibus in sequentibus 
motum corporum super lineis datis determinare licebib. Antequam autem 
pro motu super superficiebus datis similia piincipia tradamus, expedit, ut 
paucis ostendamus, quo modo motus super linea data in offoctum deduct 
possit. Namque ope canalis, in quo corpus continoatur, talis motus minime 
product poterit propter frictionem aliaque obstacula, quae tolli neutiquam 
possunt. Comniodissime autem huiusmodi motus non liberi efficiuntur pen- 
dulorum ope, uti primum a Huqenio factum est^); quamobrom hanc pendulo- 
rum ad institutum nostrum accommodationem sequenti propositione ex- 
plicabimus. 


1) Oim, Huygens, JTorologium oseillaioritim aive de viofii jycndtthonim ad horologia apiato 
demonstrationcs gcometricae, Paris 1673; Opera varia, Vol. I, Bugcluni Bafeavorum 1724, p. 89. 

P. St. 
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PROPOSITIO 6 

PJIOBLKMA 

49. 0})e pcndiiU cfficere, id corpus in duUt Unea viovratur. 

(JONS'l’UUCTlO 

Silj yfilfT? {Pig. f)) ciirvii propoHiLa, in ((iiii. (iorpiiH 
movcri dolxiiifc; liuius curvan coiiHl/ViiiiLiir ('volnlii 
AOC lainiiiarjuo aocunduiii (litia (igurtun iiu’.iir- 
votiir ot HnnoUir. Tmii liliini luiid liiiiiiiiiHi (lir- 
(nmidncatuv, qiiod alloro lionnino ad lamiiiimi Hil. 
affixiuii, alLoro voro Lnviuijui in A iiiiiinxnni 
halmt cdvjms movondmn. Qiiamlo igil.iir ('or|niM 
movoii incipiL, porspicuimi osl. id in c.iifva A d/ li 
inovoi’i doboro, quia (iliiin, dmn a lamina H(q)a- 
ratur, hanc cnrvam ovolutiono doscril)ilj, (i. li). |i\ic. 

OOROLiiARlUM 1 

ftO. Jlac igitui' vationo coi’pue iu daia onrva progfndil.nr al.(pm frifil.io- 
nibns non osl obnoxiimi. Quavo lali nioUi connnodiBfiinio pov nxj(nriini>ii<.n. 
effici poieriint, qufio in iliooi’ia invoniiuikir. 

CO.ROLLAIUUM 2 

51, Ex docirina do ovolutionibiis intolligiliir (ili ])iivboin MO a laniimL 
separatam in eurvam AMB oaso norinalom ipsumquo oiiia radiuni oHonli, 

OOROELAlUfJM a 

B 52, Quo coi'pna in poriphovia ciu- 

ciili AMB (Pig. (!) raovoatui', laniimi 
incurvala non oai o]»nH, sod liluni 
altoro iGi'niiiio (J tantuminodo in 
contro (J poriphoriao osL (igondum. 

Fig, 6. 
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COROLLARIUM 4 

53. Quia filuni MO (Fig. fi, p, 20) ost radius osculi, vis ceni^rifuga tota ad 
tencleudum hoc filura impendciur. Qnare hoc filum turn satis roboris habei’O, 
turn extensioni obnoxium non esso debet. Nisi enini eandem perpetuo 
longitudinem conservet, curvam desidoratam non describot. 

COROLLABIUM 5 

54. Acoedente potentia absoluta habebitur praeter vim cenbrifugara 
vis noj’inalis, quae filum quoque tendet, si vi centritugao fnerit conspirans. 
At si conhvaria fiieiit, minuet tonsioiiein fill, imo etiam, si maior fuerit, 
oompriniet, quo casu evolutio nnJlius orit nsus. Nain cum filum dobeat osse 
/](3xilG, compressioni i-esistero non potent neque idoo impetliro, quo minus 
corpus a curva AMB versus evolutam rocedat. 

SCHOLION 1 

55. Praeter hanc difficultatem ista curvarum per evolutionos generatio 
hoc quoque labonit defectu, quod linoa recta produci nequeat; ad earn euini 
genei’andam filum requirerctuv infinite longum. Simili niodo haoc evolutio 
ad curvas accommodari non potest, quae alicubi radium osculi liabont infinite 
magnum. Deinde etiam nequo cuspide neque flexu contrario praeditao ciirvae 
hoc modo describi possunt. Quaiuobrem ita praxis locum tantum habet in 
curvis ubique flnitam curvaturam habentibus, ad quod addi dobot, ut prossio 
curvao totalis nusquam in curvae concavam partem dirigatur, 

SCHOLION 2 

56. Hugenius, qui primus evolutionis doctrinain excoluit, statim earn ad 
hunc ipsum usum adhibuit, uti ex eius egregio opere de horologio oscilla- 
torio apparet. Cum enim inveuisset oscillationes super cycloide omnos esse 
isocbronas, motum super cycloide in horologia infen’e volebat, quod iier 
pendulum intra cycloides oacillans effocit. Cum emm cycloidis evoluta 
sit cyolois, hac ratione obtinuit, ut corpus fllo annexum in cycloide 
moveretur. 
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SCHOLION 3 

57. In hoc autem pendulorum motu maxime notari convenii praetor 
corpus motum flluin quoque moveri debere, id quod ad institutum huius 
libri, in quo de motu puncti tantum agetur, minime poriinet. Praeteroa 
motus corporis pendulo annexi non est sibi parallelus, sed circularis, circa 
centrum scilicet circuit curvam osculantis, qui motus pariter hoc loco non 
attingitur. Hoc igitur libro motum puncti duntaxat super linea vel super- 
flcie data exainini subiiciemus mentemque tarn a motu fili quam a motu 
circulari abstrahemus. In sequentibus autem motum pendulorum, ubi et 
motus fili et motus circulaiis in computum clucetur, ad motum puncti tantum 
reduceraus, ita ut baec, quae hoc libro tracfcabuntur, nibilominus in praxi 
usum sint babitura. Quamobrem, ufc iain monuimus, punctum motu sibi 
semper parallelo super curva seu superflcie sine ulla frictiono ferri est 
concipiendum. 


PROPOSITIO 7 

THEOREMA 

58. Si corpus a mdlis potentiis solUcitatmn moveakvr in vacuo sen medio 
non resistente super superficie quacimque ABC (Pig. 7), motu feretur wziformi, 
aniimim ai omni frictione ahstrahendo. 

DEMONSTRATIO 

Cum corpus super linea data motum impressum continuare queat, multo 
magis super superficie data movori poterit, eo, quod eius libertas minus est 

I’estricta. Sit igitur BMm linea, in qua corpus 
progreditur; baec erit vel recta vel curva. Si 
ista linea fuerit recta, dubium non est, quin 
corpus motu aequabili sit progressiu’um. Sin 
autem fuerit curva, quae aequatione exprimi 
potest, duo quaeque eius elementa contigua vel 
proxime in directum erunt sita vel angulum 
infinite acutum constituent, quod in cuspidibus 
accidit. Illo casu supra demonstratum est corpus 
nullum motus decrementum pati (§ 12). In cuspidibus vero corpus quidem 
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•i4 

(irioiii sit pei'peiuliciilaris atque ideo penitus non in effoctiiiii docluci po.sHit. 
llaiK’ ob rein ex n in superficiom demittatur pei-poiiclicnlum nm] orib voeba 
Mm elemeutum, in quo corpus ex ilb progreclietur. Planum orgo nJ\liu, \n 
tpu) pysita suut efc elementum wM et id, quod a covporo iinniodiiiiio iMii.o 
(ist descriptinn, erit normale in superficiein. At linoa brovifisiina in qiitiviH 
Hiipcvtide flucta hanc babet propriefcateni, ut pJavum, in quo postLa snnt iluu 
quaequo elenienta contigua, sit in suporliciein normalo. Quainolironi linon 
DMm, quae a corpore dcscribitur, est linoa brevissinm in suporlicio 
Q. E. V. 

COEOLLARIUM 1 

(>3. Si ergo ex pimcto A, in quo motus incipit, linoa broviaHuna in 
superficie ABC' secunduu] directionein motus ducatur, habobitnr via, qua 
corpus motu uniformi uiovebitur. 

COEOLLARIUM 2 

(i4. Quia filum tensum in superflcie liiieam brevissimani tloHignal,, osloiidot 
filum tensum simul viam, in qua corpus super oa superlicio movolur. 


COEOLLARIUM 3 

65. Si igitur superficies proposita fuerit plana, coipua Ihioani vootam 
describet, quia haec in piano est linoa brevissinia, Atqno in Hvuorllah 
splmema corpus in circulo maxiuio movebitur. 


UUWUJjljA.K,iUm 4 
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Cum autem ibi ex alio principio lineam brevissimam determinaverim atque 
haec materia elemeiitis uondum sit inserta, sequenti proposition© lineam 
banc brevissimam sen earn, quae a coiqjore describitur, determinare constitui. 

PEOPOSITIO 9 

PROBLEMA 

68. In superfide qiiacungue determinare lineam, quam corpus a nuUis po- 
tentiis solUcitatum, quod super ea movetur, descnUt. 

SOLUTIO 

Ad naturam superflciei propositao exj)i'imendain sumatur pro arbitrio 
planum APQ bxum (Eig. 8) in eoque recta AP pro axe. Turn ex quo vis 
superflciei puncto M deniittatur in hoc 
planum perpendiculum et ex <9 in 
axem AP porpendicularis QP. Positis 
nunc AP =< x, PQ = ij et QM = ff 
natura superflciei dabitur per aeqna- 
tionem inter has tres variabiles x, p et 0 
et constantes. Sit huius aequationis 
differontialis 

dm — Pdx + Qdy, 

ox qua linea brevissima in bac super- 
flcie seu linea, quam corpus describit, 
determinari debet. Eaec linea vero ex 
hoc determinatur, quod eius radius 
osculi in ipsam superflciei normalem 
incidat. Quamobrem primo normaloin 
superflciei et deinde ouiusque in ea ductae curvae radium osculi detoimina- 
bimus, quo postmodum ex coincidentia harum linearum natura lineae quae- 
sitao possit concludi. 

Ad normalem in superflciem inveuiendam secetur primo superficies piano 
MQB, existente BQ recta in piano APQ parallela axi AP, prodeatque ex 
bac sectione curva BM] cuius natura exprimetur bac aequatione d^^Pdx, 

LEONnARDi Euleri Opera omnia 11 s Mooli an ica ^ 
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2fi 

quae ex locali pro superficie dis =« Pdao + Qdy oriku’ posita y constiinto hou 
rf]/ = 0. Ducatur acl Lane curvam BM norraalis ME reciiao JBQ producliic 
in E occurrens; erit gnbnonnalis — Pa. Ducta nunc PJN porpou- 

dicukvi ad BE qnaevia recta MN a M ad NE ducla nornialis orit in cur- 
vain BM. Simili uiodo superficies secetur piano PQM prodoabqiio aoctii.) 
CM, cuius uatiira exprimetur aequatione inter a ot y inaiionfcc os conskniki, 
quae erit da ^ Qdy. Sit MF normalis in Lane curvam; orit subnoruuiUH 
QF ^ — Qi) signo negativo utor, quia subnormalom QF vorsun }* 

cadeve pono. Ducta nunc recta FN parallela axi AJ^ (piaevls recta ox M 
ad FN ducta nortnalis erit in curvam GM. Itecta MN orgo, (jnao in 
puuctum intersectionis N rectaruin FN et EN cadit, porponiliculariB in 
utmuique curvam BM et GM et Lane oL rem pGi'pentlicularia orit in unpor- 
ficiem. Locus ergo nornialis invenitur sumendo 


Pa et BN=^~ Qa — y. 

Ad determinandain veto radii osculi cuiusvis curvao iu suporlicio tltiLii 
ductae positionem sint duo curvae elementa Mm et m.fi (Pig. {)), quibim 



respondeant in 
nienta 


piano APQ elementa Qq, qq atque in 
quae sint aequalia. Erit ergo 


axo AP assiirato olo- 
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Pp = pn = clx, pq^^j+ dij, ?r<> = 2/ + "^dy + ddy, Qq = Vidx^ + dy^), 
qq ^ Vfdx’^ + dif) + 


qm = ^ H- 2d^ -f" = V(dx^ + dy^ -j- dg^) 


et 


mp = y{dx‘ + ^ 2 /® + 


, dyddy + dgddg 
~t "w7 j 


y{dx'^ ^- dif ■\- (•?««) 

Pi’oclucantur et Mm utrinqiie, quarum ilia ipsi nq in r, haec vero ipsi 
rn normali in planum APQ in n occurrat, eritque ob Pp=pn 

qr~Qq et mn<^Mm atque nr^yA^^dy ac rn^g-p'^dg. 


lam ad elemeiitum Mm ducatur in piano Qm normalis mS occurrens ipsi Qq 
prodiictae in 8', erit 

^ y'(dx^^dy^) 

Ducta iam 811 in piano APQ perpendiculari ad QS onmes rootao ex m ad 
SP ductae normales erunt ad elementum Mm. In his igitnr normalibus 
Grit radius osculi curvao Mmp, Ea vero harum normalium congruet cum 
radio osculi, quae in eo sita erit piano, in quo posita sunt elemonia Mm et 
mp, Quamobrem hoc planum determinari oportet. In hoc vero piano sunt 
elenienta mn et np', ambo itaque usque ad planum APQ j)roducta dabunt 
intersectionem illius plani cum piano APQ. At nm vel mM ocourrifc piano 
APQ in T, ubi cum elemento Qq producto concunit. Est igitur 

sy{dx'^-^ dif) 

yi — 

Ipsi np parallela MV in piano mnix erit sita; haec vero MV in planum 
APQ incidet in V dabiturque QV ex analogia hac 


erit itaque 


(rn — Qp) : rq = QM QV", 


rianc ob rem recta TV producta erit interseetio plani mnp cum piano APQ, 
quare recta MB, quae in concursum rectarum SB, et TV est ducta, erit 
simul normalis in Mm et posita in piano nmp eiltque propterea MM po- 



28 


TOirUS ALTER CAPUT I § 68-71 


[29-30 


sifcio raclii osculi curvae in M. Ex Ms pimctum It hoc modo determina- 
bitnr: erit, ducta JRX perpendiciilari in AP productam, 


atque 




sdxidtjddy + dsdde) 
(da-® q- — dydjsddy 


" 1 “ X 


yj, edx^ddy + zd^{ deddy ~ dijddi) 

{dx^ + dff)dds — dydzddy 


Quo igifcur normalis in superficiem MN in radii osculi curvae directionem 
incidatj debet esse A3=AX et XIi = HN; unde erit 


et 


P(dx^ -f dif]dd& — Pdydzddy = dxdyddy -j- dxd^dde 
— Q(diJ(>^ A' dif)ddz + Qdydzddy = dx^ddy 4- dz^ddy — dzdyddz. 


Quae quidem aequationes inter ae congruunt; fiet enim ex iis coniunctim 


P&x -f Qdy = dg, 


quae est ipsa aequatio naturam superficiei exponens. Harum igitur aequa- 
tionum alterutra cum hac df) = Pdx-\- Qdy eoniimcta dabit curvam a 
corpore in propoaita superficie perciiraam. Q. E. I 


OOEOLLAHIUM 1 

69. Erit igitur pro liuea in superficie proposita descripta 

dds : ddy => Pdyde + dxdy ; Pdx^ + Pdy^ — dxdz, 

A.t quia est dz = Pdx + Qdy, erit 

ddz : ddy = Pdz + dx : Pdy — Qdx 
seu 

Pdyddz — Qdxddz = Pdzddy + dxddy. 


COEOLLARIUM 2 

70, Si assumatirr altera aequatio et utrinque subtrahatur 

Qds^ddz — difddy, 


habebitur 
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— Q[dx^ + (hf + cls^)d(lz -J- Qdydsildy + d'ifddy 
= {dcc^ 4- + d/)ddy — Qdz^ddg — dzdydds. 

Unde habetur 

ddy + Q dils dyildy + dmddg 

dy 4 - Qdg dcc^ + dy^ + ds^ 

Quae esi ilia ipsa aequatio, quam pro linea brevissima in qiiacunque super- 
ficie dcdi in Comm, Acad. Petr. Tom. III. 

SOHOLION 1 

71. Ut in hoc casu, quo corpus a nulla potontia sollicitatur, diroctio radii 
osculi cum normali in superliciem congruore clebet, ita in aliis casibus, 
quando corpus sollicitatur a potontiis, hae lineae datum angulum constituere 



debent. Quamobrem ad hunc angulum geueraliter inveniendum sit MN 
(Pig. 10) norinalis in suporficiem et Jfi? directio radii osculi; orit, ut iam 
vel posuimus vel invenimiis, 


ot 


PQ^y, QM=g, PH=^m^Pis, Qh^—Qg, 


PX^It(c = 


0 dxjdyddy + dsddg) 

(dx^-\- dy’^ddg—dyUgddy 


n < __ ^ dx^ddy + gdgjdg&dy — dyddg) 
(dx^ + dy^)dd0—dyd0ddy 
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j:Hi 


Buda Nli ox /V in 

mo- 


jmjl (l(!niidii.l<in' iitu'iMOiitliculmii A 0\ cril' 

yi7yi”-| A/ A'“ _ il/c/'' I /<*.'• -A'/I i {h (jh 

a/l7/i A' 


oL 


|/(?l//,!‘’-/lAA'« (/!/('/ i /d-,V/H V'’ V A 

| • AW I t'-' A'Ai’i 

/)/ /.■ 


Anf,niU voj'o /;il/.Ar i-iuif^oiiH ohIi ■ >^1) IiuMiln tiinii lulu •I, 
autom Huirai iWHumliiH HyniboliH ol. in Hulwnliitm vunila iii-i|imlinin< 

(le rdf I (dll H 


Snlfiiilitil i 




pi'oclibifc taiigoiiH anguli Nil 1{ 

lUiiiUh \ I'<h) iltlsi Vihj <d'l ' ' 
(ddif ■ (d</(h/) /((/.I '' I t/ir I i//^ I 

Hoc orgo angiilo ovanoHcouto lil. 

<((h : ilily < . Nils \ ■ tlx ; /V/ r/ ty,l , 

lit flupi’a (§ liO). 


KCHOiaOH 1* 

72. JpRii voi'o radii oHCuli loiigitiuln MO (Kig. !i, p. ;!(ij iiuuiiihu rv 
aiigido mijii opo iuiiiiH analogiiio: u(, HiiutH imgtili tnn/i ml «inuij» Birtim, si s 
I/m ad jl/0. ]')8t VOI’O 

ot m,i mu 

orgo poi'pondiculum ox n in w/t jiroduofcuin 

-I ds^ddir \ dx*dds^ I difddtd Uiitlsddiuhis i 
d\f I da'*) 

Quaro lioo porpondiculum oat ad -y dif .\ m j i dr 

ad MO, undo prodib radina oaciili 
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]\f Q ((ifa;^ + ^ 

y{dx\d(hf + clcU^) + (dydde - dzddy)^’ 

Hoc autem radio osouli opus erit in seqiieute propositione, in qua pressio- 
nem, quam corpus in siiperficiem esercet, investigabimus. 

SCHOLION 3 

73. Ex bac generali radii osculi oxpressione orietur ea pro radio osculi 
liiieae brevissimao, si coniungattir cum hac aequatione 

cldg = et locali dg ^ Tclx Qdy. 

Prodibit aiitora radius osculi 

= (da;° + dt/ + dg^) ( Pdy - Qdx) _ (dx^ + df + dg»)]/(P^ + 1) 

'dx ddyy(jP^ + 1) dde~Qd dy 

(^ 0 ;^^+ dz^)y{ P* + + 1 ) 

~ d'Pdx-\- dQdy 

A.tque haec oxprossio dat radium osculi curvae in superficie proposita 
descriptae a corpore a nullis potentiis sollicitato. 


PROPOSITIO 10 

THEOEEMA 

74. Fressio, quam corpus in superficie moium et a, nullis potentiis sollicitaium 
in ipsam superficiom exereet, fit normaliter in eani versus eius convexitafeni et se 
lialet ad vim gravitatis ut altitudo celeritati corporis debita ad dimidiim radii 
osculi curvae a corpore descriptae, 

DEMONSTRATIO 

Sit JDMm (Pig. 7, p. 22) ciirva in snpoz'ficie ABG fs, corpore descrip ta, 
altitudo celeritati corporis debita et radius osculi curvae MO^r. Quia 
corpus ex M, si libere moveri posset, progrederetur in elemento Mn, super- 





;)2 TOiroS ALTER CAPUT I § 74-79 

ti' us vi'i-o efiicit, wt per elementum JIfw incedat oxistento nin porpoiulicnh} in 
superficies a corpore secuudum directionoin nm X)roMv<\iAn’ ('ttnlii. 
\i, quuiiU opus est ad corpus ex directione Mn in dirociiouoin Mon poid-ra- 
heiidimi. Hoc vero praestatur a vi ~ normaliter in siiporflciom son H(i(!un- 
duiii (lircctioiiem radii osculi ilfO agente. Quamobrem pressio covpoviK in 
hupevficiem erit uormalis, guippo ageus secundum oL uoquilUh 

e\i>tcide vi gravifcatis corporis =1. Q. E. D, 

COROLLAHIUM 1 

7;i. Haec est igitur vis centrifuga, quam corpus in suporiioioin »liuili 
uiodo exercefc, quo in liaeam datam, in qua moyeri cogitur. 

SOHOLION 1 

7<t. Piessio in siiperficiem necessario debet esso uormalis. Niini nisi 
(•'Set noniialis, resold posset in duas, quarum altera osset iiormji,liH, iiUnru, 
m ip,.d supeificie posita. Harum vero normalis tantum atl iJromondnui Bniu,ir- 
eienj mipenditur, dum altera ipsum corporis motnm immii tarot. 




so}licLtum''suMr''i!r ])ol;oiitiiH 

o«mta eri6 vis certlgl ^ 


2 Qd(li/) 


SOHOLION 2 

quae supm de vi ceutrifngTin^d^tar^c^^”^ ®xei’cita eaclem locum luihont, 

Cper soporflcle percnft, tetm quam coi-pna 

raovcatar, atque turn de mota in hnn n Potest, in quo oorjius 

motu super Jeta lines nnUis egentito ito,’ 
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PRQPOSITIO 11 

PEOBLEMA 

79. Determinare effectwn minsvis potenHae, quern exent in corpus stipcr 
data siiperficie motum tarn in vacuo quatn in medio resistcnte. 


SOLUTIO 

Quaecunque sit directio potentiao sollicitantis corpus, ea resolvi potosL 
in tres potentias lateralea, qiiarum pu’imae, quain vooabimus M, diroctio nor- 
malis in superficiem, secundao, quam per N dosignabimus, direcUo nornialis 
tarn in direciionom motiis corporis quaui in directiononi potentiao M, cuius 
igitur directio erit in piano iangente suporiiciom, tortiao potontiae T appel- 
latao directio congruai cum divectione motus, quae igitur orit vis tangontialis; 
priores vero erunt vires noiinales. Quia mine harum trium virium direotiones 
sunt inter se normales, nullius offoctus a roliquis porturbari potorit. Quare, 
quern effectum quaequo producat, iuvostigabimus. 

Priina potontia M, cuius directio in suporiiciom oat normalia, nullum 
habebit elToctum in iimnutando corporis inotu, sod tota impondetur in 
prossionem suporliciei. Augebit igitur vol dimiiiuot prossionem a vi centrifuga 
ortani, prout oius diroctio in plagam convoxae partis siipordcioi incidit vol 
in plagam partis concavae. Incidat oa in iiitoriorom; orit totalis 

preasio in supcrficioin versus partos extorioros 


2v{dPda} -\-dQcly) 

{d(c^ + dy^ H- de^) -f- -(- 1) 


M 


(§ 77). Pressio enim a vi centrifuga orta miuuetur hoc casu potentia M. 

Socunda potontia N, quia eius diroctio in ipsa sirperflcie ost posita et 
nornialis in directionem corporis, corporis directionom tantum imrautabifc 
celeritatem neque augendo neqiie minuondo. Haec vis igitur corpus a linoa 
brevissima deducet facietquo, lit non ampliua in piano ad suporfleiom normali 
moveatur; liiiius igitur plani, in quo corpus movobitur, inclinationem ad 
lilanum lineae brevissimae normale in superficiem invostigari oportot. Hums 
voro inclinationis aiigiilo aequalis est angulus, quoin radius osculi lineae 
descriptae cum normali in curvam constituit qiiemquo anto generaliter deter- 

Leonhahdi Eur.iini Opom omnia IT 2 Meotiaiuca 
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minavimus (§ 71). Poatquam corpus elementum Mm celeritate altitiidini v 
debita clescripsit, progrederetiir, nisi s. vi N sollicitaretiir, jDer elemeni^uin 

mv (Fig. 11) in ita ut Mm et mv essont 
duo elemeuta lineae brevissimae et posita iii 
plaiio ad superliciem normali; erii direcbio 
vis N normalis in planum chartae, sit oti 
Vfi', corpus igitur hac vi a piano charbao 
sursum reducetur, si quidem pouauius liano 
vim N sursum esse directam hac elomou- 
torum positione, ut in figura repraeseiitatur. 
Efflciat ergo liaec via, ut corpus per ole- 
in entum w/i moveatur anguloque vtn(.i a 
directione mv deflectat. Huic angulo respondet radius osculi = “ • Quaro 
cum vis N hunc augulum generet celeritasque curvae debita sit altitiidini v, 
erit ex effectu virhun normaliuiu 



-fj 2V-IIV N-mv^ 

^ — si'- "‘‘’“‘I”® — 27-- 

Quo nunc inclinatio plani Mm/u., in quo corpus actu movebitur, ad planum 
Mmv, quod in superficiem est noriuale, inveniatur, demittatur ex v in olo- 
mentum Mm productum perpendiciilum vn\ erit quoque in mn peiqiou- 
diculare ideoque angulus {.i-nv erit angulus inclinationis plani fimM. ad 
planum vmM', atque cum (.iv sit normalis ad vn, huius anguli tangons 
erit = At nv determinatur ex inclinatione elementorum Mm 

et mv sen radio osculi lineae brevissimae, cuius Mm et mv suut elemeuta. 
Sit hie radius osculi t, erit = r ideoque tangens auguli ixnv 

^ ^ y(P^ + 1) 

2v[dFdx-\-dQdy) 

substitute loco r valore invento (| 73). Huic vero angulo aoqualia est an- 
gulus, quern radius osculi elementorum Mm, mfi a corpore actu descriptorum 
constituit cum radio osculi elementorum Mm, mv seu cum normali in 
superficiem. Huius autem anguli tangeutem supra inveuimus (§ 71). Quare 
facta aequatione habebimus 

dd\j{(lx-^ Pda)-dd 0 {jedy— Qdx) N{dx^ + dy^-{-d!i^)y{P^+ + 1) 
(d(le~Qddif)y(dx^ + dy^ + dg^) 2v(dPdx + dQdy) ’ 
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qua aequatione effectus potentiae N deierminatur. Seu cum sit 

d(U — Qddy == dPdx -\- d Qdy, 

habebitur ista aequatio 

ddy {dx + Pda) — dds{Pdy — Qdx) = + (ga + 1 ) _ 

2 V 

Tei'tia poteutia T, quia in directione corporis esfc posita, celeritatem 
tantum vel auget vel diminuit, Ponamus earn esse accelerantem, exprimetnr 
eius effectus liac aequatione 

dv == TVidx^ + df + d/). 

Atqu© si motus in medio fiat resistente resistentiaque sit = B, minuenda 
tantum est vis tangentialis T resistentia B. Quamobrem habebitur 

dv = {T-B) V{dx^ + dy^ + . 

Q. E. I 

^ COROLLAEIUM 

80. Ex duabus igitur aequationibns, quarum altera v, altera dv deter- 
ininat, una conflatur v non amplius continens, quae cum locali pro superficie 
dg Pdx -j- Qdy coniuncta deterniinat curvam, quam corpus super proposita 
superficie describit. 

SCHOLION 1 

81. ' De poteutia N bene est attendendum, in quam plagam tendat, 
h. e. an ad dextram an ad sinistrara regionem corporis moti vergat. Pro 
hac enim differentia tangens anguli iJt,nv vel affirmativa vel negativa est 
accipienda. De hoc vero non erimus hie solliciti, sed ulteriorem huius rei 
disquisitionem in caput ultimum huius libri differemus. 

SOHOLION 2 

82. Ad sequens igitur caput secundum progvedimur, in quo motiun 
corporis super data linea in vacuo examinabimus. Gaisite tertio vero motus 
super data linea in medio resistente investigabimus. Quarto denique capite 
motum super data superficie tam in vacuo quam in medio resistente 
scrutabimur. 



CAPUT SECUNDUM 


DB MOTU PXJNCTI SUPER DATA LINEA IK VACUO 

PROPOSITIO 12 

PROBLEM! 

83. SolUcUeiur corpus, quod super curva AM (Pig. 12) -movetur, ttUque a 
2 )oienim MF, cuius direciio sit paralleh an AP; determimre celeritatem cotporis 
in singulis punctis aiqiie iempus, quo curvae qiiaevis portio describitm' , nee non 
presslonem, qiiam ettwa in singulis pmetis paiiUvr. 

SOLUTIO 

Desoripsorit corpus iam arcum AM sitque eius celeritas in. A clebita 
alfcituclini b atque celeritas in M debita altituclini v. Positis nunc AP^x, 

Q PM=y et arcu AM<=‘S resolvatur potentia 
MF, quae sit p, in laterales, normalem scilicet 
MN et tangentialem MT) erit 

ds'.dx^MF'.MT et ds\dy^MF:MF. 

Hinc igitur prodibit vis tangentialis = 
et vis normalis MN=^^. Perspicuum Me est 
vim tangentialem celeritatem corporis minuere; 
erit ergo 

dv = — pdoo atque v~G — Jpdx 
(§ 42). Sumto autem iutegrali J'pdx ita, ut evanescat posito a = 0, erit 

i — Jpdx] 
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ex qua aequatioue corporis coleritas in singulis punctis cognoscitur. Ex eadem 
aequatione innotescit quoque tempus, quo arcus AM absolvitur; posito enim 
tempore t erit 


. f ^ 

J V(h~ 


ds 


Yih-fpdx) 


Vis normalis tota impenditur in curvae pressionem secundum 

MN (§ 39), augebit ergo pressionem a vi centrifuga ortam, quia MN in 
opposilam radii osculi MO plagam cadit. Quare, cum posito radio osculi 
MO~r vis centrifuga sit =— (§20), erit totalis pressio in curvam iuxta 
MN Q. E. I 


OOROLLAETUM I 

84. Celeritas in M. igitur tanta est, quanta foret in P, si corpus eadem 
celeritate initiali Vh per AP eadem in singulis altitudinibus potentia p sol- 
licitatum ascendisset. 


OOROLLARIUM 2 

86. Celeritas igitur non pendefc a nalura curvae, sed tantum ab altitu- 
dine, quam corpus percurrit. Si nimirnm altiludinis elementum fuerit dco, 
erit (lv<= — jJcZa? vel dv=pdiii>, prout corpus vel ascendit vel doscendit. 

COKOLLARIQM 3 

86. Cum sit v-=b~~Jpdx, si sumatur abscissa co tanta uti AO, pro 
qua sit Jpdoc<=‘b, erit corporis in ilia altitudine B celeritas =0. Corpus 
igitur in B usque ascendit ibique quiescet; continuo vero ex B descendet 
per BMA. 

OOROLLARIUM 4 

87. Si ascensus per AMB cum ascensu i*ectilineo per AFC comparetur, 
erit tempus per elementum Mm ad tempus per Pp ut Mm ad Pp, i. e. ut 
ds ad d<J 0 . 
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COEOLLAEIUM 5 

88. Quare si linea AMB fuerit recta, ob rationem Mm ad con- 
stantem ei'it tempus per AM ad tempus per J.P in constanti ratione, nempe 
ea, quam habefc sinus totus ad cosinum anguli A, seu quam habet longitude 
AB ad AG. 


COROLLAEIUM 6 

89. Posifco elemento Pp constante est radius osculi 

_ -ds^ 
dxddy 

ideoque vis centrifuga 

'iv dxddy _-~^{h—Jpdx)dxddy 
ds® ^ 


Quare pressio totalis erit 

pds^dy — 2(6 — fpdx)dxddy 

SCHOLION 1 

90. Ouemadmodum in boo problemate ex datis curva et potentia solli- 
citante inventa sunt celeritas in singulis punctis, tempus per quemvis ai’Cimi 
et pressio in singula cnrvae puncta, ita ex harum quinque rerum duabus 
quibusque datis reliquae tres possunt inveniri. Ex quo decern nascentur 
problemata, quae omnia solutioiiem ex huius problematis solutione babebunt. 

SCHOLION 2 

91. .Similiter babebuntur decern buiusmodi quaestiones, si directiones 
potentiae sobicitantis non fuerint parallelae, sed vel convergentes ad centrum 
virium vel alio modo determinatas directiones babentes. At si etiam directio 
inter quaesita ponatui’, tunc ob sex res in comimtum ducendas ex ternis 
quibusque reliquae tres invenientur; hincque viginti orientur problemata. 

SCHOLION 3 

92. Orientur porro problemata indeterminata, ut si loco temporis per 
quamvis curvae portionem tantum integrum tempus per AMS daretur; turn 
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enira infinitae solutiones locum liaberent. Praeterea si plures descensus vel 
ascensus integri considerentur super eiusdem curvae variis parfcibus eorumque 
ratio detur, uumerus quaestionum multo magis augebitur. Ad hoc genus 
pertiuet quaestio de invenienda curva, super qua onmes descensus ad datum 
punctum flant eodera tempore, quas tauquam difficillimas ultimo pertractabimus. 
Nuuc autem primum curvam et potentiam sollicitantem tanquam datas ac- 
cipiemus et problemata oo perbinentia solvemus. Deinceps vero ex aliis datis 
quemadmodum reliqua sint mvonienda, inonstrabimus. 

« , 

PROPOSITIO 13 

PBOBLEMA 

93. Si potentia solUcitans fuerit uniformis et uhigue deorsum iendat, deter- 
minare descensum corporis sxtper data ctn'va AM (Pig. 13) in A eco quiete in- 
cipientem atque pressionem, quam ctwva in smjulis punctis M sustinet. 

SOLUTIO 

Ducta verticali AJP sou parallela directionibiis potentiae MF atque ap- 
plicata rectangula MP sit PM’=y, curva AM=s, Ponatur po- 

tentia MF=g existente vi gravitatis ^-l et celeritas a 
in M debita altitudini v. His positis erit vis normalis 
« ^ et vis tangentialis = (§ 83). Quia hoc casu 

vis tangentialis accelerat, erit dv == gdx et 

V = gx P 

ob celeritatein in A =0. Delude quia radius osculi 
in MO directus est = posito dx constante, 

erit vis centrifuga = - — , cuius directio est 
Secundum eandem plagam vero premit vis noi’- 
malis Quare tota pressio, quam curva in Jlf sustinet secundum 

MN, est 
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TOJ[irs ALTER CAPUT n § 93-101 


[43-45 


gdy . 2vdxildy 
ds rfs® 


gdy , 2gxdxddy 


ds 


+ 


ds^ 


ob v = gx. 
Q. E. I. 


Tempus vero, quo corpus arctim AM percurrit, est — J- 


Ygx 


OOEOLLABIUM 1 


94. Celeritas igitur in M tantum ab altitudine AP, per quam clescendit, 
pendet atque tanta est, quantam idem corpus ex J. in P delapsum et ab 
eadem potentia g sollicitatum acquirit. 


COROLLARIUM 2 

95. In quaciinque igitur curva corpus a potentia uniformi g sollicitatum 
ex quiete descenclat, celeiitates erunt radicibus quadratis ex altitudinibus per- 
cursis proportionales; est enim celeritas ut Vv, i. e. ut Ygco. 


COROLLARIUM 3 


96. Tempus, quo primuin elementum Aa percurritur, est f-p- evanes- 

*■ Y QX 

cente a;. Si igitur angulus PAa fuerit recto minor seu s = nx, erit tempus 
per Aa infinite parvum ideoque tempus AM flnitum, nisi curva vel ascendat 
inter A et M supra A vel in infinitum progrediatur. At si angulus PAa 
fuerit rectus, erit ipso puncto A s" — ax existonte n numero unitate maiore 
ideoque 



r-i/i. et f-f-- 
^ ^ ^ ygx 


^l/A. 
2 ~» y g 


Quare si n fuerit binario minor, tempus per Aa erit infinite parvum et tempus 
per ^ Af finitum. At si j^=2vel>2, temj)us per primuin elementum Aa 
erit infinite magnum seu corpus ex A nunquam egredietur. 


COROLLARIUM 4 

97. Quoties autem m<2, toties radius osculi in A est infinite parvus. 
Quare in casu, quo tangens curvae in A ad AP est normalis, corpus non 
desceudet, nisi radius osculi in A fuerit infinite parvus. 
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SCHOLION 1 

98, Ex eo, quod primum elementum tempore infinite parvo percurritur, 
recto concluditur tempus per arcuiu esse fiuitum; cum eiiim corpus nmtu 
acceloraio per AM descenclat, multo celerius sequentia elementa describentur 
et hanc ob rem tempus debebit esse flnitum. Exemplis autem sequeiitibus 
omnia illustrabuntur. 

EXBMPLTJM 1 


99, Sit linea AM (Pig. 14) recta utcunque inclinata ad verticaleni AP 
atque cosinus ang. ^ =»; erit x = 7is. Tempus ergo, quo corpus per AM 
descendit, erit j 


_ fJl _ ^AM 

Ygns Ygn Yp^ YS'AP 

seu tempus per lineam utcunque inclinatam est directs 
ut ]'adix ox ipsa linea et inverse nt radix ex cosiuu 
angiili inclinationis Jlf,4P. Vis centrifuga erit autem 
>= 0, quare linea AM tantum a vi noimrali premitur, 



quae ost 




g.PM 
AM ' 


COROLLARITJM 5 

100. Tempus ergo per AM est ad tempus per AK ut VAM ad VAK. 
At lompuB per AM est ad tempus per dP ut AM ^ AF 888). «u„ve s. 
fuoril AM-.AP~yAM-.VAK sou AM:AP~AF.AK, qaoA o™'’ 

est in AM pevpendicutois, turn tempus descensus per AK aequaie est tern- 

pori descensus per AP. 

COROLLARIUM 6 

101. Patet etiam tempos descensus pec poi-pendiculum FK acqualo esse 
tempori descensus per AP. Est enim cosiuus au^li APK 


PK 

' Ay 


Quare, 


cum sit tempus per AP ad tempus per 
haec ratio aequalitatis. 

T,konha«di EoLEni Opera omnia IIs MoeUanica 


r KP ut 1'^/' ad CAP:'!/; 


'FK 

AF^ 


erit 
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COROLLABIUM 8 

104. Gum corpus ad infimum puncfcum B jjervenerit, ibi habebit celori- 
tatem altitiidini ga debitam. Hac igitur ascendet in altero quadrante BD 
pertingetque ad D, ubi eius celeritas evanescet, ideoque rursus descendet ad 
B turn quo ad A per BA reascendet. Siinilis vero erit asceusus doscensui 
per quadrantem, quia corpus, sive ascondat sive descendat, in iisdem punctis 
eandem habet celeritateni. 


SCHOLION 2 

105. Alia exempla non afforiinus, cum in sequentibus, ubi plures des- 
census ad punctum fixum super data linea considerabimus, plura simus alla- 
turi. Nunc vero primum eas quaestioncs evolvemus, quae pertinent ad motum 
super data linea ex date puncto fixo a quiete inceptum, cuius modi est 
problema sequens. 


PROPOSITIO 14 

PROBLEMA 

106. Si fiierint infmiiae ctwvae smiles JM, AM etc. (Fig. 17) ex ^puncto 
fixo A initnim smnenies, invenire cnrvam CM M al) illis curvis arcus AM, J M etc, 
abscindeniem, qiii a descendente super Us corpore aequalilms temporibus percurran- 
tur existente ui ante potentia sollicitante uniformi et tibigue deorsum directa, 

SOLUTIO 

Ex infinitis curvis datis sumatur una quae- 
cunque AM, cuius parameter sit a. Positoque 
AF^x, PM = y et arcu AM = s et existente 
ut ante potentia sollicitante = g descendat corpus 
super curva AM', erit celeritas in M dobita alti- 
tudini gx, Tempus ergo descensirs super AM erit 

= T-ii-. 

t/ Ygx 

Ab omnibus ergo curvis AM, AM etc. tanti arcus 
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.suati abscindoiKli, ul> pro iiw nili / ' (|iiiiiitil!i’i '•'bai 

cumia roforoLiir, Hi pmoUir « (4. .r ol.mm jtiniuut'ici .r pnnulnr sm inf.ilix. 

Pofiito iLnliiv hi (diiiin n viii'hiltili (iimiilitiiM j jtnnt'utl.i (''a run- 
° y/;(« ’ I '' ' 

sianLi, iionipo oi lompori, (pio oiimcH diwcii.'iiH lieu ili4pfiil, Sil inn li'inpua 
ori(i . 

u / 

in fiingiilis (airvin, Qniirn ^ 1 '' . ilUVor<*u(u'liir. nl chiitii n s.iimlnlt' |ni- 
natni', hoc {lillWcntialo niliiln aiupmln ivii' pniifiiiliini. -\il ln»' t(i(lcii’n(iii(ti 
invonUnuluin Hit </«■ >'/n/;r cril.ipK' p, ipiiii (iiinii>'i ciiiviii' piiitnnliii' 
ruucUo, in qiiaa nnlluni ilininiiNinniini imnuniini !<initi) >1 i) lum) 
bimiiH oi'f'o / ; line, (liirornnlial.iiin ptwilit t(inniiii* ii v.uiuliili tlulnl 


qiiod liovl ilabob > -O. QnuuUUiH </ vni'ii Hi'tpn'iili ihdiIh invi'iiii'l iir. f.hiia ("il 

vaniibilt'H a ol .» tliiniMi'iinniini nniiii’niin inii' 


Htituonli 


OhIoikII iinlnni alilti, tn 'rnm. YU t'miunt'nl.'i. liim bn.' 


15x quo invnniliir 


IlabobjLnv nrgo 


/i /. 1 .1 

'Jii h|'p 


kifii 


jA/.r ' an 


^ 0 Kdiho i>n.K! 0 i.«! i„ Tom. JX (h,„mn>i »nf. . -i l. K. . »h. 
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quae est aequatio pro curva quaesita. At si aequatio inter coorclinatas a et 
y pro curva CMM desuleretur, ex aequatione pro qixaque curvarum AM 
valor ipsius a in x y inventus substitui debet. Q. E. I. 

COROLLARIUM 1 

107. Aequatio etiam primo iiiventa 

pdx pdaYx hda 

Ygx aYg 

sufficit ad curvani GMM invenienclain. Nam pro quavis abscissa AP = x 
ex ea invenitur a parameter eius curvae AM, cuius punctmn M respondens 
assumtae abscissae x est in curva quaesita CMM. 

COROLLARIUM 2 

108. Cum autem haec aequatio sit differentialis ideoque ad plures curvas 
pro conatante, quae adiicitur, pertineat, notandum eat in additione constantis 
earn tantum solutioni esse convenientom, quae pro data curva sen pi’O dato 
ipsius (I valoro det abscissam x tantum arcum AM abscindentera, qtii tem- 
pore k descensu absolvatur. 


COROLLARIUM 3 


109. Si tempus Ic aequale esse debeat tempori descensus per verticalem 

uo valore substitute h 

2}dx pclaYx ilaYb 


AG=1), erit /c = - • Quo valore substitute habebitur aequatio 
Va 


Yx 


a 


In cuius integratione id est faciendum, ut curva per punefcum G transeat. 


SOHOLION 1 

110. Erit autem semper recta verticalis J. C species curvarum AM; quae 
oritur, si parameter a vel infinite magna vel infinite parva accipiatur. Quare 
commodissimo tempus constans k per descensum per verticalem AG, quippe 
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apociom curvanmi A 'hl, oxpi'inul.iir. AI,<(U(i iti niiiHl.nir.lioiKi ii.-(|ii!tl itmiti in- 
von Lite 

liiinLa oonal/aiiK oat addonda, iili |K)Hil.o /• >!> liiil' <t vid iiiliniliim vid niliil, 
prouL illo vol valor IpHina a rncliio :!(■ roKiioiidoiil.. 


HdllOldON 2 

111. Hi roipaa p(d.i'Kl. inl,('|j[rtiri, lu' diila (|iiiili'iii iicqiitiliniit' npiri 
K(/-» . . , . . . , . . 

oafc, ad (]iiuni invoniondiiin opiia liiil. t/ doinniiiimn'. Nam si iiilt'j'ialo iptini't 

ifcoi'uin din’cniiiUoliir poailo (|iio(iii(i a variuldli, ndpaa tdilimdur t/; ult|ii(i 
Vi/io 

hoc did'oronlialo Liinldnn niliilo iMM|ualn csHid. puiii'inliim. ('miiiniidiaanm' \t'in 
Ilia oaailniH proldoma aolvi'l.iir, ai iiilof(riili' ipaina ahil-im ip.al /.' vid 
aoqualo ponai.ui* ol. loco a oiiia valor in a' ol. if aiihalil.tialur o\ iifipiulioim 
pro ciu'via dai.ia. AUpii' lior modo aidulin in pronilii i'hI. non Mtdnin pro 
curvia aimililma, and diaainiililma ol.iani, ai nimlo lt‘ni|uira diwi'iiHiiM por ipian- 
liifcaloH IlniLaa oxprimi ))oaaiinl.. 


lOXKiMI'IdUM I 

112. Hi oninoH hao r.iirviio AM liiorinl. rnrliu* divoraiinmlo ml vorliruloin 
J.(’ inolinaiao, orili 

oil « ,r|''(l d- «"). 

ubi n UuKjuain paraniolor oak conaidonindii. Kril. ergo 



quod aoqualo poni dobok ipai Krifc itaqun 

ic(l -|" w*) 


Cum autom n sit quankifcas vaviabilia, ponafcni' pro oa valor ^ ox iioqualiouo 
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y = nx; quo facto prodibit pro curva GMM aequatio inter coordinatas ortho- 
gonales x ei y ista 

/+ X^=^hXy 


quae est pro circulo, cuius diameter esb recta AG=h. 


SCHOLION 3 

113. Hie casus eat ille ipse casus ante pertractatus (§ 102); ibi enim 
ostensum est corpus per oinnes cbordas in circulo ex punclo supremo eductas 
aequalibus temporibus descendere, Pertinet hie quidem casus non ad curvas 
similes; sed hoc exemplum attulimus ad easum scholii 2 illustrandum, quia 
pro rectis hisce tempora descensus finitis quantitatibus expriinuntur. Sequentia 
exempla vero curvas similes, uti propositio postulat, complectentur. 


EXEMPLUM 2 

114. Sint curvae AM, AM omnes circuli tangentes verticalem AC in yi. 
Ponatur radius cuiusque eorum ~ o, erit 

y = a~ ]/(a* — »*) atque a — ^ ^ - • 

Hi circuli vero omnes sunt curvae similes, quia a, 2/ et a; in aequatione 
eundem dimensionuni numerum tenent seu homogeneitatem complent sola. 
Eadius igitur a tanquam parameter variabilis debet tractari. Habetur autein 
ex ilia aequatione 

adx 


ds = 


quare erit 




P 


y{a?-x^) 


ideoque praescriptam habet proprietatem, ut a et » dimensionum numerus 
sit nullus. Hanc ob rem pro curva GMM haec habebitur aequatio 


adx da^x do]/6 

y{a^x — (8°) y («* — a*) ® 

seu haec 

(Zaj/fc xda~adx 

* y(a^x—x^j 



Quao aoqmiiio consLriii i)<)L()Hi; poHil-o ('Jiim ■ «« 


• (In 

a I At (/(« m") 


hi qua indoLorniiiialiio Hinil. a. ho hiviront Hopiiniliio. 
intoi' coordhiafcaH in ol< y |U’o ctii’va. ohi.iiioal.iir, 

oL looo tin oiuH diHoroiiMalo 


a?/ 


socpiouH prodiL aoquatio diH'oroiiUaliH 


i/.t'il.r 




(hid lUtioni iii’tpiiiliii 

piiniiliir ldi‘ii it viiltir 
(JiiibtiM hiiIihI il III jo 




(i/*d)/ | iiilXifir pV/.r 

'if I .r« 


Quao ila Inlogmri dohoi, ul, pimil.o .r ■ hlUd i/' 0, i(iiia nirvii poi* pimt’liiin (' 
kansiro dolinl). 

(KHlOM.ARlUiM 'I 

115. Ex Jiao luaiuakoiio hingoiiH (tiirvito ('il/il/ in .Hingiilin |iiint tin nignit' 
Hollui' oL ox pimiUoiio |.angonkH inndl.oHoi(. iingnliiH /Id/d/, t|iid riiiva <'MM 
<[U!iinlil)oL datariiin intorHocal., Kril. Hoiliroli lungoiiH mignli 


!f 

,f )//».<• 

lllc orgo angnlus ohI; roiskiH in (t oh .r' h, hoii riirva ('MM in (' ad JC 
(!h(- uoniialiH. 

(!()H.I)lihAIUUM n 

11 ( 5 . Mi h vol nuiinr vnl niiiinr acoipiai.ni', cni'va k'A//!/ alia qmiipit' mil 
howpio inodo inlhutao orioniiiir oiii’vao a rironliH uroiia iHucltrinniH nliHcin' 
donloH. llaoquo cumin onnioH inlnr ho onini) HimiloH nh parainclrnin h, qiiao 
in aoijiiafcioiio cum x ok y lioinogonoikakoin riniHl.il.iiik, I lain orgn iinn. onrui 
(Bill iimuninmlhlos uliao ox on conHkrui pnaHuiil/, iilmciaHia aoiliri'l. id upjtli>’ 
cakis cumin (JAIM in oadom ral.iono augoniliH vol iliniiniioinliH, in qim t! 
sou b augoUii' vol diminuitiir. 


EXIOMPhlJM a 

117. Mink cui'vao JJll, AM oniiios cycloidoH cimpiilOB in A Imlmnloa ol 
fcaiigonlos vovUcalnni AO in A. l‘o«lta pannnotvo cuiiiHquo oyi’ldidiN A M 
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sen dupla diameko circuli generatoris =« erit ex natura cycloidis 

s = a — V{a^~2ac^} 
adx 


atque 

Mncque 

Hoc ergo casu est 




dy- 


]/(a“ — 2 ax) 

dxy^ax 


P = 


]/(a* — 2fla:) 
a 


y(a^~2ax) 


functio ipsarmn a et a; millius dimensionis, ut requiritur, Quare pro curva 
CMM reperitur ista aequatio 


adx 


dayx 


sou 


tione 


daYh 

2aa:^) ]/(«“— 2 a*) a 

xda—adx daYh 

Y^a^x—iax^) a 

Si aequatio inter coordinatas orthogonales a; et </ desideretur, ex aequa- 


y 


dxY^O’X 


r dxY 
'JYia^- 


]/(»*- 2aa;) 

sen huius differentiali posito quoqne a variabili valor ipsius a debet sub- 
stitui. Haec vero aequatio differentiata posito a quoque variabili dat 

adxY^ ax — xdaY^ax 



i 

1! 

!/(«“- 2 aa:) 

SOU 




adij — yda 

axdx — x^da 


Y^a 

Y{a?x — 2ax^) 

Quae abit in banc 




ady — yda 

axdx— x^da 



a®')/(aa;— 2 a:’) 

Superior vero per 

^ multiplicata praebet banc 

4l/a 


daY^ 

axda—a^dx 


'!«■)/« 

]/(aa?— 


Leonbabdi Eutum Opera omnia lla Meolianioa 




(HMUH.I.AHinM i; 

IlH. Kx lm(5 a(>((imlitmn iiivt'iiihii' tmjtuli, >4n'- t t\M • uiu 

apijlioiita /*/!/ coiiHliMiil, 

iiv ih M I ^ 

// j } ♦ /m’ 

Dohulo oliam iimoIxiHCil, lanKt'iiM tiitmili, tiii<nii J .W msu i'M 

confltifcuib. Kx aO([ua(iii»i() cytiluidin hiiiiiniin 

d,i; Pi (I* 'ill XI I <u,i' 'Ji'/ 

d\) P*J(U' jt I y 

JdUiniiiato voro (f ovit inla I-(iiik(*iih 


.V K-r I I'l'/'.v* U'x < 

(// j-j)/ 
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Quare, cum horum angulorum alter alterius sit complementum sumto illius 
deincepa posito, erit angulus, quern curva GMM cum qualibet datarum AIT 
constituit, rectus. Consequeuter curva CMM est traiectoria ' orthogonalis 
omnium cycloidum datarum AM^ AM etc, 

GOEOLLAEIUM 7 

119, Sumto AG alius magnitudinis aliae quoque curvae GMM prodi- 
bunt et sic infinitae traiectoriae orthogonales inveniuntur, quae omues inter 
86 sunt similes. Data ergo una facile, quotquot libuerit, construere licebit. 

SCHOLION 4 

120, Omnes hae curvae arcus abscindentes isochrones, quaecunque fuerint 
curvae secandae, semper construi possunt, etiamsi id ex aequatione non 
appareat. Per quadraturas enim ex datis curvis arcus possunt abscindi, qui 
dato tempore descensu absolvantur, hocque mode puncta quotlibet curvae 
quaesitae inveniuntur. Si quidem curvae secandae sunt algebraicae, aequatio 
pro curva secante semper ita est comparata, ut faetis debitis substitutionibus 
indeterminatae a se invicem possint separari. At si curvae secandae diffe- 
rentiali aequatione exprimantur, aequatio differentialis pro curva secante 
rarissime separationem indeterminatarum admittit. Causa est, quod pecu- 
liari modo, quo in hoc cycloidum casu usus sum, parameter a eliminari 
debeat eaque substitutio ad separationem non deducat. 

SCHOLION 5 

121, Deinde observandum est omnes curvas arcus isochronos abscin- 
denies, quarum numerus pro vario ipsius h valore est infinitus, inter se 
similes esse, si quidem curvae secandae fuerint tales. Colligitur hoc ex ge- 
neral! aequatione 

pdx ^da'^x dayh 

Yx 0> O' 

in qua, cum jp sit functio ipsarum a et a; nullius dimensionis, quantitates a, 
1) et aj’homogeneitatem constituunt. At ex aequatione curvarum secandarnm, 
quia in ea a, x et y ubique eundem dimensionum numerum confleere po- 
nuntur, valor ipsius a erit functio ipsarum x et y unius dimensionis. Quare 

ft* 
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SOIIOfdON i; 
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il $'ayU <k (h^iemimr Mk (hnl <'mm? tompuH rnhr h pmd d rl ttnr di^Hur 

f.sl pammi (lam le plitft mir/ (iinp.i pmillilr, Mtiiti. d« IVend <1. «e. d.* P»n« nni*. p '.fA,', 
1710, i). ao«. P. Hi. 

1!) Vide noUm p. d*!. I'. HI. d) Kditio jirine«|ifi: Ttimi IS. V»il« noUm ji, 4i 



57 - 59 ] 


DE MOTU PUNOTl SUPER DATA LINEA IN VACUO 


53 


ideoque x — ma, seu x in data ratione ad parametrum a est capiendum; quo 
igitnr casu constructio synchi’onarum est facillima. At si p non huiusmodi 
habuerit valorem, ex supra oitata dissertatione inea intelligitur, quo inodo in 
aequationem quaesitam sit inquirendum. 


PROPOSITIO 15 

PROBLEMA 

124. Si fuerint ut ante infinitae curvae smiles AM, AM etc. (Fig. 18) et 
recta positione data DJE, invenire cam curvam AMN, super qua corpus tempore 
brevissimo ex A ad rectam DE descensu pervenit. 

SOLTJTIO 

Descripta per propositionem praecedentem quacunque curva GMM arcus 
AM isochrones abscindente ducatur tangens GMH parallela datae rectae DE. 
Manifestum est super cmva A3£, quae ad 
jmnctum contaotus tendit, corpus tempore 
brevissimo ad rectam GMH esse ventm’um, 
quia quaeque alia puncta rectae GMH extra 
curvam GMM. cadunt ideoque longiore tem- 
pore opus est, quo corpus ad ea perveniat. 
lam, quoniam omnes curvae a curvis AM, AM 
arcus isochrones abscindentes sunt inter se 
similes (§ 121), concipiatur ex iis una, quae 
rectam DE tangat; dice punctum contactus 
fore in N puncto, quo recta AM per prius 
punctum contactus 31 ducta rectae DE oc- 
currit. Sequitur hoc turn ex natura similitu- 
dinis curvarum GMM respectu puncti A^ turn etiam ex eo, quod arcus 
AMN similis sit arcui AM atque rectae DE in eodem angulo occurrat, 
quo curva AM rectae GH. Quare, cum corpus per A3f tempore brevissimo 
ad GH perveniat, necesse est, ut quoque tempore brevissimo super curva 
AMN ad rectam DE perveniat. Q. E. I. 




54 


TOJUW AliTI'lH OAl’lir il ij I'i.’t i:i;! 


I .1^ I'lO 


tJ()({()(.liA({I(fM ( 
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COEOLLARIUM G 

130. Quare si linea DE fuerit verticalis, corpus ad earn citissiine pr-r* 
veniet doscondeudo super recta ad horizontem aiigulo .seiuirecto iiiclitiiita. 
Corpus igiiur super recta hoc raodo inclinata motu borizoutali ciderrime 
progreditur. 


SCHOLION 

131. Simili raodo quoquc inveniri potest, super cjiianam intinitarmn ciir- 
vai'uia similium AMy AM (Pig, 18, p. 53) corpus descensu citissiino ad dataui 
Gurvaui perveniat. Nam si linea QMR fuerit curva cpmecunr|ue tangons 
curvam GMM in My corpus super hac curva AM celerrime ad curvaiu 
GM.ir perveniet, si qiiidem tota curva GMH extra curvaui GMM fuerit 
sita. Eodem etiana modo posset determinari, si curvae AM, AM non fuerint 
similoa, super quanaru corpus celenime ad datam lineam GS perveniat. Lx 
iuiinitie enim curvis GMM arcus isoclirouos abscindentibus ea est quaeienda, 
qiiao datam GMM tangat. eritque ea curva AM, quae per punctum con- 
iactus transit, ea, quae quaevitur. Sed cum in his casibus difficile plerumque 
Bit curvas GMM mvenii-e multoque difflcilius earn determmare, quae datam 
linoam tangat, quaestionem ad curvas similes tautum restrinximus. 


PROPOSITIO 16 
THBOREMA 

132 Ihnpora descensumn, qiitbus corpus curvas AM et -?1j» (log. 20, p. oo) 
latcrwm liomologorwn. 

DEMONSTBATIO 

Qum eurvae TteL 

i. ad . n.ma, Jioao» 

laterum homologorum. SumanUu lam homologa 

scilicet N ad n tenentia, erunt i. o. N ad «. et 

percurruntur, in ratione composita ex chrecta demeutorum, 
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reciproca celeritatunij i, e. VN:Vn. Ex quo sequitur tempera, quibus cur- 
varum AM, Am elementa homologa percurruntur, esse in ratione subduplicata 



latenun bomologonmi. Quare, cum haec ratio sit constans, tempora, quibus 
totae curvae AM et Am percurruntur, eandem hanc rationem tenebunt. Q. E. D. 

COEOLLARIUM 1 

133. Tempora igitur, quibus arcus circulares similes similiterque positi 
descensu percurruntur, sunt in subduplicata ratione radiorum. 

COEOLLARIUM 2 

134. Pendula igitur, quae arcus circulares similes describunt, oscillationes 
absolvent temporibus, quae rationem subduplicatam longitudinum pendulorum 
tenebunt. 

COROLLARIUM 3 

135. Eadem ratio temporum locum habet, si corpora pendula non cir- 
ctilos describant, sed alias curves, dummodo eae fuerint inter se similes simi- 
lesque arcus absolvantur. 

SOHOLION 

136. In bis autem omnibus potentiam sollicitantem semper ponimus 
uniformem deorsumquo teiidentem, etiamsi banc conditionem omiserimus. 
Hanc enim bypotbesin ante pertractare constituimus, quam ad alias sumus 
progressuri. 
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PROPOSITIO 17 


PROBLEMS 

137. JExistente potentia soUicitante unifornii tendenteqiie deorsim moveatnr 
corj^us super curm quacmqiie AM (Pig. 21) cum data celeritate initiali in A; 
determinare motum corporis super liac curva et qyressmiem, quam curva in singulis 
pmctis siistinet 


SOLUTIO 


Posita potentia soUicitante g et celeritate initiali in A debita altitudini 
1) praetereaqne AP^x, PM==y, AM=‘S et celeritate in M debita alti- 
tudini V, his positis erit dv-=gdx (§ 93), unde fit 
D = '().\-gx. Porroque tempus per arcum AM erit 
Deinde pressio totalis, quam sustinet 
curva secundum directionem normalis ilf iV, erit (§ 93) 


_ gdy 2v dxddy 
ds ds® 


gdy ■ 2{b + gx)dxddy 
’ d's ‘ Ts® 


existente dx elemento constante. Hoc enim tantum 
diflfert liaec solutio a solutions propositiouis 13, 
quod ibi esset v = gx, bic vero sit v = !)-{- gx. 

Ex his igitur formtilis turn motus turn pressio cognoscitur. Q. E. I. 



COROLLARIUM 1 

138. Si linea AM fueiit recta, iam ex § 88 intelligitur tempus per AM 

esse ad tempus descensus per AP eadem celeritate /ft incepti, ut est AM 
ad AP. Pressio vero ob evanescentem vim centrifugam erit seu constans. 

COROLLARIUM 2 

139. Patet etiam hoc casu, quo motus non a quiete incipit, celeritatem 
ab altitudine tantum pendere. Quare, quaeeunque fuerit cm’va AM, celeritas 
corporis in quovis eius puncto innotescit, etiam incognita curvae natura. 

LBONnARDi Eulbri Opera omnia II3 Meclianica 


8 
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EXEMPLUM 1 


140. Sit curva AM parabola verticem in A et axem vorticalem AP 
habexis; erit ergo posita eius parametro —a 


efc 


y=ax 

sYax 2yax 


Habebitur ergo teinpns per AM 

J 2 [/*(& + (/.«) 


Deinde, cum posito dx constaute sit ddy— 


dxddy 


■2a 


dd' (a -j- 4a:) ]/(a’ + 4«a;) 

Consequenter pressio totalis est 

^ , _ Jia ia{h-\-gx) ^ jgh 

l/(a^ + 4 a.^) (a + 4.a:) ]/(<»*+ 4 aa:) (a H- 4a:) ’)/(«" + 4 ax) 


COROLLARIUM 3 

141. Si igitur est pressio curvae evanescit. Corpus idoo hoe 

casu libere in hac parabola mover! posset, qui est etiam ipso casus praeco- 
dente libro [§ 564] j)6rtractatus. 


COBOLLAEIUM 4 

142. Existente igitur erit tempus per arcum AM 


_ r dx 2 Yx 

Yg<^ Yg 


Hoc ergo tempus aequatm- tempori descensus per abscissam Ajp a quiete 
mcepti. ^ 
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(!()IU)I,IAUIUM 5 

I'l;!. Wi (i ■ j //((, i»nirtMi<i (Hi l,nni i{j;‘il,ur ourva in iixi 

J /' opiioMilitni iin-jiiii.ur. Al. Hi tlinTlio pi'OHHionm oril, in MN. 

(piimlitnH vcr«j |ll•^'!lHiD^liH in Hin}j[nliH tuii'vnn pniuil.iH (ivil. rnniprono lit nuliuH 
ntuHili. 


K.KKMl'IHIM, y 

Ml. Si rnrvii .(<1/ I'unrit nirnulnn, nuiuH riiHiiiH ui ot nnntrum in 
vnriidiili /I/' nit |niHitnni, nril- 


inidn 


»/*■ 'ya.r A 


(III it: 


, mil' ,1'ilx , , 

ini ■ , nl, lift .1 


lOi'H. nrpn Ii'Ii»|iuh, ijiio iiirim ,.' 1 / 1 / pni'niuTitiir, 

/' atilt 

|''('.5a.'<? •*'**) O' I '//a') 


M.(|nn non nit 


lii'ihlij I 

./.s'’’ ' a 


I'l'it pr.'Hitin, .[luun rirciiliiH in pniu'.io flf piititiir, 


*/..■ y(/' '/;<!) JW/.i: y/' 

// ■ >//•■-< 
II a • II n 


COROhliAlUlFM (i 

'I’ninpiiH jit'i' loHiiritlnnuH nxprlini potont, ni t'nni'it lit autom 

■-.CS3, wmi rurpurt pnrpniiin in /I nmiinbit. Xd nuod pw Hupva. ti’iiditii (§517) 
piitnl'. Ninn tpiin niirvji in vl cut iinnualiH in vl V nniiun imkIUih ohiuiU 
inlliiiln jmrvuH, corpuH diwia'inliTn nun potnat. 

OOUOr.LAltlOM 7 

bit). Si cat U Hou nidnritaH initialia tiinta, <iuantiiin no 

» 

ntulntidn ox iilliludinn diiuidii radii circuli, proaHio tolaliH omr 
nrit cuiiHpinuiM iilqiio itiiquo alLitudiui porcuraao 
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DBFINITIO 3 

147. Motus oscillafoms est motus recipmiis, quo corpus alternatim accedit et 
reccdit ah initio motus M (Fig. 22). Ita si corjms super eurm MAN moveatur, 
jnirno desceniJet super MA, twn ascendet in AN, donee celeritatem amiserit; 



Fig. 22. 

deinde ex N iterum descendet ascendetque in arcu AM, quo facto iteru/in descendet 
Itancque periodum continuahit, Aique talis motus oscillatorius vocatur. 


(JUEOLLARIUM 1 


148. Motus oscillatorius ergo consistit in alternis desceusibus ot ascon- 
sibus super linea curva; atque descensu motu accelerato movetur, ascoiisu 
vero celeritatem acquisitam rursus perdit. 


COROLLARITJM 2 

149. Qmhbet ergo descensus super eadem curvae parte fib, super qua 
praecedens ascensus contigit. Quare, cum celeritas coi'poris ab altitudiuo 
tantum pendeat in vacuo, corpus in eodem curvae puncto sive in ascenau 
sive m descensu eandem habet celeritatem. 


COROLLARIUM 3 


150. Ex quo sequitm* tempus descensus 
ascensus per AM similique modo tempus 
scensus per NA. 


per MA aequale esse tenipori 
ascensus per AN tempori de- 
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COROLLARIUM 4 

151. Corpus in arcu AN ascendens ad punctum N usque perveniet, 
quod aeque altum est ac punctum M, ex quo erat delapsuui. Sequitur hoc 
ex eo, quod celeritas per aliitudinem tantuiii determinetur. 

OOROLLAEIUM 5 

152. Si ciii’va AN similis efc aequalis fuerit curvae AM, turn motus 
per AN aequalis erit motui per AM, Quare omnes asceusus et descensus 
aequalibus fient temporibus. 


COROLLARroM 6 

153. Si curvae MA, AN fuei'int dissimiles, tempus saltern per MAN 
aequale erit tempori per NAM, seu tempera accessionum et recessionum 
ermit inter se aequalia. 


COROLLARIUM 7 

154. Quia corpus semper ad eandem altitudiuem pertiuget, manifestum 
est hunc motum oscillatorium perpetuo durare debere. 

COROLLARIUM 8 

155. Ourva ergo ad motum oscillatorium producendum apta est omuis 
curva, quae de puncto infimo A duos habet arcus ascendentes, lut MAN. 

SCHOLION 1 

156. Exposuimus hie proprietates motus oscillatorii, quales ex exposita 
hypothesi potentiae sollicitantis uniformis et perpetuo deorsum tendentis 
consequuntur. Eaedem vero quoque locum habent, si potentia utcunque ab 
altitudine pendeat vel etiam ad fixum punctum dirigatur; id quod in sequen- 
tibus plenius apparebit. In medio resistente vero res aliter se habet; nam 
neque ascensus per datum curvam similis est descensui per eandem, neque 
in ascensu corpus ad aequalem altitudinem pertingit ei, ex qua descensu 
erat delapsum. 
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SCHOLION 2 

157. Yocari solet motus per MAN itus, sequens vero motus per NAM 
reditus; consistit ergo motus oscillaborius ex alternis itibus et rodiUbriB. 
Oscillatio vero ab aliis vocatur motus ex itu et reditu constans, ab aliis tarn 
itus quain reditus oscillatio vocatur. Hie priori sensu oscillatiouis vocom 
accipiemus, ita ut uua oscillatio ex uno itu unoque reditu constot. Itus 
vero atque reditus uterque uno ascensu unoque desceiisu consistit atque 
ideo Integra oscillatio duos ascensus duosque descensus coniplectotur. Oum 
igitur teinpus itus aequale sit reditus tempori, erit teinpus unius oscillationis 
duplo maius quam tempus unius itus seu reditus. 


COROLLARIUM 9 

168. In hoc ergo capite, iu quo de motu in vacuo agitur, si motum 
oscillatorium examinare velimus, vel ascensus vel descensus solos supor 
duabus curvae partibiis AM, AN considerare opus habebimus. 

SCHOLION 3 

159. Nihil refert, utrum arcus AM et AN unam curvam contiiiuani con- 
stituant, an vero sint diversae curvae, dummodo in A ita sint coniuuctae, 
ut commuuem habeant tangentem; alias enim motus porturbarotur. Quare 
ad motum oscillatorium inquirendum tantum opus est, ut motus super cur vis 
AM et AN seorsum definiamus. Sufficit enim hoc turn ad oscillaiionos 
determiiiandas turn ad relationem inter maiores minoresqno oscillationes 
inveniendam. Yocantur autem eae oscillationes maiores, quae maioribne 
arcubus absolvuntur, miuores vero, quae minoribus. 




160. Ex propositione 6 (§ 49) perspicitur, quomodo oscillationes ope 
pendulorum efflci queant, scilicet ope evolutae curvaram AM ot AN, circum 
quas filiim circumducitur. Ab Hugenio etiam iste pendulorum usus ad 
oscillationes accommodatm, ut vel ex eius institute, quo eo motu ad boro- 
logia perficienda utito, apparet. Eaedem vero difflcultates, quas loco citato 
ommemoravimus, hic locum habent. Quamobvem motum puncti super datis 

stitiis «b 1 investigabimus mentemque ab omnibus pendulorum oircum- 
stantiis abducemua, quae nostrum iustitutum turbare possent. 
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PEOPOSITIO 18 

PEOBLEMA 

161. Exist&nte poientia soUicitante tmiformi et deorsum directa deferminare 
tempus ascensus seu descensus per quemvis circuU arcwn BA (Pig. 23) in puneto 
circidi infimo A termnatmi. 


SOLTJTIO 


Sit 0 circuli centrum, erit GA radius A''erfcicalis seu parallolua directioni 
potentiae g. Ponatur AG=^a et arcus AB altituclo erit celeritas 

in infimo puneto A debita altitudiui gh, quia corpus ex B desceudens tautam 
babebit celeritatem, cum iu A per- 
venerit. Atque tautam celeritatem 
corpus in A habere debet, ut ad B 
usque ascendere possit. Cousideretur 
quodvis arcus AB elementum et 
dicatur AP = x; erit 


et 


Pi¥ = ]/(2aa; — »*) 
adx 


Mm 


1/(2 aa;— a:*) 



Celeritas vero in M erit debita altitudini g'<}P<=gh — gee (§93). Tempus 
igitur, quo elementum Mm sive ascensu sive descensu percurritur, erit 


adx 


YgQ) — x)( 2 ax-~x^) 

Quod quia integrari non potest, per series eiua integrate exprimemus, Est 
autem posito 2a =■ c 

_u 1 2i5c + S c^) 

^ ' 2 bc 86 * 0 ” 

a ;^(6 + 3 i!)»c + 31 ) 0 ® + 6 c ®) 

16 6“ 0® 


Y(b~—x)(2ax-'x‘) Yhe 


+ 


etc. 


Hoc ergo per multiplicatum et iutegratum dat tempus, quo arcus AM 
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absolvitur, 



Totum vero tempus per arcum 2^ A proclibit, si fiat a; = & et ratio peripboriae 
ad diametrum == ti : 1, quo posito habebitur^) 


y2a/jt . %h . 
yg \T 8c 128c* 




Tibi coefficientes 1, ^ etc. sunt quadrata coefficientium 1, y* 

_ 1 

demit, si (1 — g) * in seriem resolvitur. Ex bac igitur serie tempus vero 
pi’oxime potest iuveniri, Q. B, I. 


COBOLLARITIM 1 

162, Quo maior igitur arcus JHA est, eo maius quoque erit tempus, quo 
is percurritur. Pit enim posito b^2a^c tempus infinitum, quia corpus 
descensu semicirculum nequaquam desciibere potest. 

COROLLARITIM 2 

163. Si igitur corpus oscillatoiio motu inovetur in arcu circuli EAF, 
erit tempus nnius itus vel reditus duplo maius quam tempus unius asconsus 
vel descensus, quia tempus per ANF aequale est tempori per AME. Quare 
unius itus reditusve tempus sen tempus dimidiae oscillationis erit 



Integra vero oscillatio tempore duplo maiore absolvetur. 

SOHOLION 1 

164. Series baec tempus exprimens statim boc modo potest iuveniri. 
Temporis elementum in bos factores resolvatur 

adx 1 



Vg Q)x — xa>) 1/(2 a — a:) 


l) Tide scboHon 1, 


P. St. 
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horumque posterior tantum in seriem cominutetur, scilicet hanc 

_L 4- gtc. 

Yc 2 -cYc 2-4.-c^yc 

posito 2a = c. Quia autem post iutegrationcm fit !e = J, erit 


r dx r xdx i-xh r x^dx ^ ^ 

'^yCix — x^) ’ ^y{ix~x^) 2 ’ Jy(bx — x^) 


1-xh 

y{hx — x^) 2 

r x^dx 1 ' 3 ' 5 ' 3 k 6 “ 

•7 y(hx — 1 


1 ■ 3 ■ 
2-4 


etc. 


y{bx — X^) 2 • 4 • 6 

Ex quibus totum descensus tempus ut ante colligitur 


21/^, \ ^ 4c ^ 64c** ^ 2304c* “ ) 


SCHOLION 2 

165. Quo appareat, a cuiusnam aequationis constructione summatio aeriei 




pendeat, pono 
et summani aeriei 


640* 
U 


1 tt 


rtii 
J t 


denobmte e numeriim, cuius log. est - 1. His positis ex meu senes aum- 
mndi mcthodo in Comment. Acad. Petrop. Tom. VII exposita ) mvemtur 

sequens aequatio ^ 

+ 


tdi 
'(l + K)*' 


Ex qua aequatione, si construi imsset, myentoto s in t indeque ip^ summa 
per t seu per i- Quia autem aequaHo oonstiuctionem non admittit, m so 

I, Xuous. Oommonlslio 41 (indiei. B. »»»» r^cam,. 

1) L. Euleri oomme . \,,gx 123: LKONnAHor Eiii.EHr Opera otnma, 

Oommont. acad. sc. Petrop. 7 {tlUlb), K^u, p. , 

series I, vol. 14. P. St. ^ 

LEOHiiAnDi EuiBiit Opera omnia IIs Mcchanioa 
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spectata, apparet earn tamen construi posse, quia suinma seriei per tempora 
in circulo ope quadrafcurarum assignari potest. Data enim suinma seriei ex 
ea constructio aequationis inventae sequitur. 

COROLLARIUM 3 

166. Si arcus AJS, in quo descensus vel ascensus absolvitur, ponitur in- 
finite parvus, temp us per eum tamen non fit infinite parvum. Evanescit 
enim in expressions temporis tautnm 1) eritque tempus descensus vel ascensus 
per arcum AE evanescentem 

~'Wi' 

COEOLLABIUM 4 

167. luncta altera circuit parte AF cum AE oscillationes per arcum EAF 
evanescentem flent infinite parvae; tempore tamen absolventur finito. Scilicet 
tempus uniuB itus vel reditus seu tempus imius dimidiae oscillationis erit 

3r|/2a 

CORODLARIDM 5 

168. Tempora igitur liuiusmodi oscillatiouum infinite parvarum sunt in 
rations subduplicata composita ex directa radiorum et reciproca potentiarum 
sollicitantium. 


COROLLARIUM 6 

169. Haec eadem valent, si potentia sollicitans non fuerit uniformis. 
Nam utcunque variabilis ponatur, tamen, dum in corpus super arcu infinite 
parvo motum agit, constantem Irabebit valorem. 

COROLLARIUM 7 

170, Intelligitur, etiamsi curva EAF non fuerit circulus, sed curva quae- 
cunque, turn etiaiii, quae Me allata sunt, ad oscillationes infinite parvas super 
hac cuiTa pertinere. Turn vero loco radii a radius osculi huius curvae in 
puncto infimo A est accipiendus. 
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COEOLLAEIUM 8 

171. Huiusmodi oscillationes super arcu infinite parvo EAF efficiuntur 
ope penduli, cuius longitude est radius AG. Tempora igitur oscillatioiium 
infinite parvarum pendulorum sunt directe ut radix quadrata ex longitudine 
penduli et reciproce ut radix quadrata ex potentia sollicitante. 

COEOLLAEIUM 9 

172. Si curva ANF non fuerit aequalis curvao AME, pro oscillatiouibus 
infinite parvis radium osculi in A tantum considerare sufficit. Sit is = a, 

orit tempos ascensus per arcum AF infinite parvum = ntque cum 

iempus descensus per arcum EM A evanescentem sit erit tempos unius 

itus sen dimidiae oscillationis super curva composita EAF 

?t(]/a + ]/tt ) 

1 / 2 /? 

COEOLLAEIUM 10 

173. Si oscillationes non fuerint infinite parvae sviper circulo BAB, 
tompora oscillationum maiora erunt, quo maiores sint oscillationum arcus. 
Atque si oscillationes tamen sint valde parvae, erit tempos talis oscillationis 
ad tempos oscillationis infinite parvae ut quadruplum diametri circuli sinu 
verso arcus percursi auctum ad quadruplum diametri ipsum. 

COEOLLAEIUM 11 

174. Altitude, ex qua corpus eodem tempore ab eadem potentia g solli- 

citatum descendit, quo fit descensus per arcum EMA infinite parvum, est 

seu est ad octavam radii partem ut quadratum peripheriae circuE ad 
8 ' ^ « . 6 
quadratum diametri; quam proximo ei'go haec altitude ent 


COEOLLAEIUM 12 

176. Super chorda autem arcus EMA corpus descendit tempore eodem, 
quo per diametrum circuli (§ 102). Quare tempus descensus super chorda in- 

9 * 
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finite parva est ad tempus descensus super arcu respondente ut ad 

, i. e. ut diameter ad quartam peiuplieriae partem. Atque tempus de- 
scensus ex diametro seu dupla penduli longitudine est ad tempus unius iniegrae 
oscillationis infinite parvae ex itu et reditu compositae ut diameter ad peri- 
plieriam. 

SCHOLION 3 

176. Si duo arcus circulares AIS 
et FA (Fig. 24), super quibus con- 
iunctis oacillationes peraguntur, non 
sunt aequales, ope penduli bae oscil- 
lationes couflci possunt, si in centre K 
arcus AF clavus iufigatur, ut filum 
GAy postquara arcum FA circa cen- 
trum G descripsit, in K retineatur 
et circa centrum K arcum AF do- 
scribat. 


c 



FROPOSITIO 19 

PROBLEMS 

177. Bata potentia sollicitmiie invenire Imgitudimm penduli incite parvas 
oscillaiiones confidentis, quod singtdos Urn redittme uno minuto secmdo absolvat. 


SOLUTIO 


Existente a longitudine penduli quaesita et g potentia sollicitante, unitate 
vim gravitatis denotante, est tempus unius dimidiae oscillationis infinite 
parvae »= expressio ut in minutis secundis habeatur, longi- 

tude a in partibus millesimis pedis Rbenani est exprimenda et formula 
per 260 dividenda, ut ex primo libro [§ 221] apparet. Quamobrem 
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habebitur tempus unius dimidiae oscillationis 

«l/2a 
_ __L_ 

250 

Quare, cum hoc tempus uuum minutura secundum esse debeat, erit 

nV2a = 2mVg 

atque 

a = — 3166^ (/ part. mill, pedis Ehen. 

Haec ergo est longitudo penduli semioscillationes uno minuto secundo absol- 
ventis. Q. E. I. 

COROLLAEIUM 1 

178. Longitudines ergo pendulorum eodem tempore oscillationes pera- 
gontium, sed a diversis potentiis sollicitatorum, sunt in ipsarum potentiarum 
rationo. 

COKOLLABIUM 2 

179. Si potentia sollicitans g aequalis eat vi gravitatis 1, qui caaus in 
oscillationes in superficie torrae factas competit, erit penduli longitudo, quod 
itus reditusque singulos uno minuto secundo absolvit, 

— 3,16626 pedum Rhen. 

seu trium pedum cum sexta pedis parte. 

SOHOLION 1 

180. Apprimo convenit haec longitudo cum ea, quam Hugenius per ex- 
perimenta invenit; ex quo apparet nos in praecedente libro [§ 220] numerum 
16626 scrup. pedis Rhenani recte pro altitudine, ex qua corpus vi gi-avitatis 
sollicitatum tempore unius minuti secundi delabitur, assumsisse; ex hoc emm 
numero fluit numerus 260, per quern temporum expressiones dmdi debent, 
ut minuta secunda praebeant. Cum igitur Hugenius longitudinis 3,166 ped. 
tertiam partem pro pede universali haberi velit, quippe cuius longitudo ubique 
terrarum per observationes potest determinari, continebit hie pes universalis 
1056 partes millesimas pedis Rhenani, 
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SOHOLION 2 

181. Observationibus vero hie pes universalis sequent! mode commodis- 
sime determinatur. Sumatui- pendulum longitudinis f, quod ad minimas oscil- 
lationes faciendas impellatur, nuraerenfcurque eius dimidiae oscillationes tem- 
pore unius horae earumque numerus sit n, ita ut una semioscillatio absol- 
vatur tempore min. sec. Sit iam longitude penduli semioscillationes 
minutis secundis absolventis z. Quare, cum tempora oscillationnm diversorum 
pendulornm ab eadem potentia sollicitatorum sint in subduplicata ratione 
pendulorum (§ 171), erit 

: 1 = Yf: Vg 
n ' 

ideoque 

^ 12960000 

et consequenter pes universalis 

~ 38 880000 ’ 


COROLLAEITJM 3 

182. Pendulum igitur quadruple longius quam 3166— scrup. pedis Ebe- 
nani semioscillationes duobus minutis secundis absolvet, quia tempera oscil- 
lationum sunt in subduplicata ratione longitudinum pendulorum. 

GOEOLLAEIUM 4 

183. Cum semidiameter telluris sit 20382230 ped. Ehen., si tantae longi- 
tudinis pendulum concipiatur, durabit eius una semioscillatio 2536 min. sec. 
Quare in horis 24 prope 17 oscillationes integras absolvet. 


GOEOLLAEIUM 5 

185. Quia tempus dimidiae oscillationis est erit tempus integrae 
osoillationis At huic tempori aequale est tempus revolutionis in peri- 

pheria eirculi radii a a corpore motu libero peractae, quod ad centrum circuli 


l) Editio princepa false omittit nuiaemm 184. 


P. St. 
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uvjj[ol,nr vi -i//, u(. ox ])i’aooo(lonl,o libvo l§(il21 a))parol. llano ob roni tompua 
nniua oHoilliilioniM iuLof,n-!io ponduli aoniuliamoko k^rrao aoqiialis aoquaiur 
i.onqiori, (pio r.orpnH )ii:oiooLinn in aiqxn’licio torvao unain rovolufcionom pora- 
g(irolj. OHioinlii. vovo (paxpm llnouNma corpim hoc modo uioiiiu) tempore 24 
UoriM’uin l«!i ’0 (7 rovolntionoH ohbo al>soluiuriiin. 

OOUOidiALllUM () 

IHd. Ouiii vIh gnivil-at'iiH ail. atl vim, (pia corpna in anporficio aolia ad 
ooiil.niin HoliH iirgoiiir, itl. 11 ad l(H)()‘), orii longitudo ])onduli, ipiod in supov- 
li(‘.i(< Kolin Homiowdllal.ionoB niinuk) Hcioundo absolvil., 77,22(5 pod. Khonan. 
Hiniili modo ol) griiAdliUlom in suporiloio IovIh •= ialo pondiilum longum 
(U'ili (5, UK ])od. Al((iio in aujanllcio Hakirni oJ) graviUiteni <=-> tabs ponduli 
longiUido oi’il; 4,054 pod. 

IMiOPOSITlO 20 

I’JlOIMiWMA 

IK7. Si fnvril curm IIJ l> (li’ig. 25), mpcr qua fiwil osoUklioues, ciiclois 
chmit) (liamrlri A d Hupor lum horhonUtli UD iliwipta, ddcrmimire tmpus 
omllalmiiH prr quvmqut'. umon .1<)J h' eimlenk potenlia soHicilanto uniformi et 
(Ivorsiim IcmimlV: 


'n, 

A 

Fig. 26. 

HOLUTJO 

8it radivm osouli in yl, lunnpiwtO, qiti osL duplum diamolai circiiU 
gomnatorlH Aa\ crib orgo ol poaita abacisea AP^(C ob arcii vo- 




l) Edilio princopft: iOOO ad ^1. 


(Jorroxit P. Si;. 
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spondente AM = s erit ex nafcura cycloidis 

s® = 2ax. 


Sit iam abscissa arcui EAF, qui motu oscillatorio percurritur, respondeiia 
AG ’^1)', erit celeritas in puncto infimo A debita altitudini gh et celeritas in 
M debita altitudini g(b — a;). Quare, cum sit 


ds = 


adx 

j/2aa; 


erit tempus, quo arcus AM percurritur, 


r dxY^a 
J ^yg{bx — x*) 


']/2a r dx 
^ Y{hx~xx) 


Est vero, si post integrationem ponatur quo tempus per totum arcum 

AE prodeat, 

r (lx 

I 

^ Y{hx — a*) 


sou peripheria circuli per diametrum divisa. Quare tempus uuius ascensus 
vel descensus est 

«j/2o 



et tempus unius itus vel reditus per arcum EAF erit 



Atque tempus uuius iutegrae oscillationis erit 


Q. E. I. 




~7i' 


COaOLLAElUM 1 

188. Quia in hanc temp oris expressionem littera h, quae quautitatom 
arcus EAF determiuat, non ingreditur, omnium oscillationum tempora, quae 
super eadem cyeloide perflciuntur, sunt inter se aequalia. 
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COROLLAEIUM 2 

189. Tempus ergo uniuscuiusque oscillationis erit aequale tempori oscil- 
lationis per arculum infinite parvum, At arculus infinite parvus congruifc 
cum arculo circuli radio OA descripti. Quare tempus cuiusque oscillationis 
super cycloide BAD aeqnale erit tempori, quo pendulum longitudinis a oscil- 
lationem minimam absolvit. Id quod etiam ex praecedente propositione 
elucet; tempus enim minimae oscillationis penduli a est = (§ 167), qua 

eadem formula tempus unius oscillationis integrae super cycloide expressuin 
invonimus. 


COROLLAEIUM 3 

190. Si igitur pendulum ita adaptetur, ut corpus oscillans in cycloide 
movoatur, omnes eius oscillationes, sive fuerint magnae sive parvae, aequa- 
libus absolventur temporibus. Quare si AO fuerii =3166^^1 scrap, pedis 
Ehenani, singulae semioscillationes minuto secundo absolventur. 

COROLLARIUM 4 

191. Omnes igitur descensus super cycloide ad punctum infimum A sunt 
aequitemporanei sen isocbroni, item omnes ascensus ex puncto infimo A, 
donee celoritas fuerit absumta. Tempus vero unius ascensus vel descensus 
est 

SCHOLION 1 

192. Propter banc proprietatem cyclois tautochronae nomine appellari 
solet, quia omnes oscillationes super ea eodem tempore absolvuntur. Hugbnius 
primus banc eximiam cycloidis proprietatem detexit statimque cogitavit de 
cycloide in locum circuli substituenda in oscillationibus, id quod in borologiis 
effecit. Nunc tamen borologiorum artifices bunc oscUlandi modum rursus 
doseruerunt, quod eius usum nimis exiguum compererint, Atque certe in 
vacuo quaelibet curva oscillationes isochronas producit, quia perpetuo eiusdem 
magnitudinis existunt. In medio resistente vero, quo oscillationes decrescunt, 
cyclois banc proprietatem amittit ideoque nullius est utilitatis. 

Leonhaudi Euleui Opera omnia IBs Meohanica 
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SCHOLION 2 


193. Intelligitur etiain, si duae cycloides AE et AF (Fig. 24, p. 68) 
dissimiles in puncfcis infimis iuiigantur, oscillationes super curva composita 
EAF aequalibus lemj)oribus absolvi. Nam cum super utraque tempora 
ascensus vel descensus sint constaniis quantitatis, etiam summae eorum, 
nempe tempora semioscillatioiium et integrarum oscillationum, inter so 
eruiit aequalia Sit duplum diametri circuli generantis cycloidem AF = « , 


exit tempus unius ascensus vel descensus super AF 
reditusve super curva composita EAF absolvetur tempore 
integra vero oscillatio tempore _ 


Quaro iius 


SCHOLION 3 

194. Ordo requireret, ut, antequam ad alias potentiae sollicitantis di- 
rectiones progi’ediamur, efifectus potentiae, cuius directiones sint adliuc parallolao, 
sed variabiles, evolveremus motumque corporis a liuiusmodi potentia sollicitati 
super data curva investigaremus. Sed cum exempla motum notatu dignum 
contineutia nobis adhuc lateant atque principia, quorum opo motus super 
quaque curva cognoscitur, iam sint exposita, pleniorem tractationom oo dif- 
feremus, ubi curvas sumus investigaturi, super quibus corpus a buiusmodi 
potentiis aollieitatum data lege incedat, 


PROPOSITIO 21 

PEOBLEMA 

195. Si corpus perpetuo vi guacmgxie ad centnim fixmn G (Pig. 26, p. 75) 
tiahatm afgite super data curva AM moveatur, detenninare motwn corporis super 
Mg linea et pressmeni, qmm curm in singulis punctis sustinet. 

SOLHTIO 

Sit corporis celeritas iuitialis in A debita altitudini h et puncti A a 
ceutio G distantia AG— a. Celeritas vero corporis in quocunque curvae 
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loco M debita sit altitudini v efc vis, qua corpus in M versus G sollicitatur, 
sit === P existente vi gravitatis corporis moti = 1. Dicatur distantia MG 
y et arcus AM s; erit elementum Mm = (ls 
et Mn = — dy. Centro G describantur ar- 
cus circulares MP, mp; erit AP=a — y, 

Pp = Mn == — dy. lam ducta tangente MT 
in eamque perpendiculo GT erit 

MG'. MT= Mm : Mn 
et 

MG : GT = Mm : mn, 

unde erit 

as as 

Ex quibus, si via centripeta in tangentialem 
secundum MT et normalem secundum 
MO resolvatur, erit vis tangentialis = — et normalis 
Ex vi tangential! ergo habebitur dv = ~-Pdy. Ponatur intervallum AP=x, 
quo corpus propius ad centrum accessit; erit a — y = x et dx — — dy. Quare 
erit dv = Pdoo, et si P a distantia MG pendeat, poterit J'Pdx exhiberi. Ita 
igitur integrali fPdx accepto, ut evanescat posito erit 

v=>h-\- J'Pdx. 

Ex quo tempus per arcum AM erit 

• ds 

y(6+/Pd^)' 

Vis normalis tota in pressione curvae secundum MO insumitur. 

Quo igitur haec commodius exponatur et cum vi centrifuga simul exhibeatnr, 
pono perpendiculum GT‘==p‘, erit via normalis Eeinde radius osculi 

MO erit = ex quo habetur vis centrifuga 

2vdp 2dp{h-\-fPdx) 

” ydy ijdy ’ 




..... /7ij8\ 


10 
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cuius effectiis effectui vis norinalis esi contrarius. Quamobrem curva in M 
versus MO premetur vi 

Pp d y— 2hdp— 2dpfPdx 
~~ pf/ 

Q. E. I. 


COEOLLIEIUM 1 

196. Si igitur vis P a disfcantia y tantum pendeat, ita ufc corpus in 
aequalibus a centre distantiis aequaliter urgeatur, celeritas corporis a 
distantia quoque tautum pendebit atque corpus super curva AM motum in 
aequalibus a centre distantiis aequales habebit celeritates. 


COROLLAEIUM 2 

197. Atque in quovis puncto M celeritas tanta erit, quantam idem 
corpus acquireret, si eadem celeritate initiali Yb ex A per intervallum AP 
descenderetj existente nimirum C7P= GM. 


COROLLAEIUM 3 

198. Etiamsi igitur ipsa curva AM sit incognita; tainen corporis super 
ea moti in quaque a centre G distantia celeritas potest assignari. Est nonipo 
pro distantia y 

-y == J -j-J ’ Pdx 

existente a? = a — y. 

COROLLAEIUM 4 

199, Si curva A31 fuerit talis, ut pressio, quain corpus in earn oxorcot, 
sit nulla, erit curva ea ipsa, quam corpus motum in A celeritate Vb in- 
choans libere describeret. Erit itaque pro motu libero 

Ppdy = 2bdp + %dp f Pdx, 

seu ob c?£c = — dy habebitur 

Ppdy 4- 2(Zp fPdy = 2Mp. 


p^J'Pdy == ftp® bh^ 


Cuius integralis est 
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existente h perpendiculo ex G in tangentem in A demisso. Ex his aequa- 
tionibns invenitur 

uti praecedente libro [§ 587] pro motu libero invenimus. 

COROLLAEIUM 5 

200. In motu igiiur super quacunque curva AM pressio, quam curva 
in M secundum MO sustinet, est 

^ — iiS.p^(b + fPdx) diff. p^Q} +/ Pdx) 

pydjf pdx(a—x) pdx(a—x) 


EXEMPLUM 1 

201. Sit curva AM circulus centrum in G liabens, erit motus corporis 
uniformis propter eandem eius perpetuo a centro virium G distantiam. Quare 
erit et J'Pdx — Q atque tempus per AM 

s AM 

~yi~yb‘ 


Deinde cum sit «/ = a, erit ot p = a et dp = dy, Quamobrem pressio, quam 
curva secundum MO seu versus centrum G sustinet, prodibit — —■ 
Ex quo perspicitur, si fuerit & — corpus libere per hunc circulum 
motum iri. 

EXEMPLUM 2 


202. Sit vis centripeta P potestati cuicunque distantiarum y proportio- 
Tislis seu P = ^ et curva AM spiralis logarithmica circa centrum G, ita 
ut sit 


et 

Erit ergo 


p = Piy 
dp = mdy atque ds = 


dy 


7 , Py”dx 0 **+^ — 1 /*+^+ 
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akjue tenipus per arcum AM 

_ i/( w+i)r r 

]/(! - J y(a’‘+^-r ^ ' + (» 4- OV") 

Pressio vero, quam. cui’va secundum MO sustinoi, erii 

w(» + 3)v'* 2w6 _2ma<‘y 

“T^r+iiT' '"r («Ti)7'V’ 

OOBOLLAEIUM 6 

203. Corpus igiiur, cum in centrum G porvonorit, coloritalom liabobiti 
flnitam, si »4-l esfc numerus affivmativua; aliitudo oiiim isU coloritati clo- 
bita est 

(7r-M)r'+ 

At si » + 1 est numerus negativus vel etiam = 0, color! fcas corimris in G 
erit infinite magna. 

COROLLAIUUM 7 

20-t In ipso vero centre corpus vi infinila 2 >rojnoiur diroctiono a contro 
tendente, sen vis ceiitrifuga pvaovalobit, si fuorifc «> — 3. At si n < —3, tunc 
vis normalis praevalebit atque curva vi inflniia versus contrum promotur. 

PEOPOSITJO 22 
PROBLEMA 

205. Si corpts prpeitto vi cenfnpcta ad centrum virkim Q (Pig. 27, j). 79) 
iiaJiatur dataqiie sit curva JSA^ ad oscillandwii idonea, dcierniinarc inotum 
oseillatoHum corporis super liac curva. 

SOLUTIO 

Sit vis centripeta functioni ciiicunquo distantiarum a contro G propor- 
tionalis, erit celeritas corporis in aequalibus a centro G distiintiis, ut i)i ot 
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N , eadem. In E vero et F celeritas corporis sit nulla; maxima vei'o erit 
in pnncto curvae A centre C proximo; ducaturque recta GAO. Corpus ergo 
per arcum EAF oscillationes absolvet, ad quas 
clefiniendas inotum corporis super utraque curva 
AE et AF investigare sufficit. Sit celeritas 

corporis maxima, quam habet in Ay debita alti- \ / 

tudini h et celeritas in quocunqiie puncto M. ^ 
debita altitudini v. Ponatur distantia GM, cui 
aequalis sit CP, = y et vis centripeta in ilf = P. \ \ 

Sit GA = a et AP = x atque AG = h surata \ \ / 

GE) orit y==a-\-x et C(?= + \\ / 

Posito arcu AM = s erit tangens Ml\ quam \\ / 

perpendiciilum ex C in earn demissum deter- \\ / 

minat, = ideoque vis tangeniialis = y 

quae inotui corporis crescents 1 / est contraria; c 

unde habobitur 


dv = — Pdy ^ — Pdx et v-==b~J'Pdx 

integrali J'Pdx ita accepto, ut evaneacat posito a; == 0. Si igitur ponatur 
V <^0, dabit ex aequatione & == J'Pdx valor ipsius x erutus intervaUum 
AG seu h, Tempus ergo, quo arcus AM percurritur, est 

^ r ds 
A y(p-f Pdx)’ 

ex quo tempus per totum arcum AE prodibit, si post integrationem ita 
institutam, ut integrals evanescat posito [x — 0, ponatur] x = lt seu J’Pdx = b. 
Simili modo tempus per arcum AF invenietur, quo igitur invento summa 
horum temporum dabit tempus uniua semioscillationis. Q. E. I. 


-fPdc 


COEOLLARIUM 1 

206. Si curva AF similis et aequalis fuerit curvae AE, tempora per 
utramque erunt aequalia atque ideo tempus unius semioscillationis aequabitur 
duplo tempori per AE. 

EXEMPLUM 1 

207. Si arcus EAF fuerit infinite parvus, potentia sollicitans P ob di- 
stantiam a centre G invariabilem erit constans —g. Sit radius osculi curvae 
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TOJroS ALTER CAPUT 11 § 207-210 


in A sen AO~li\ erit AE arcns citculi hoc radio descriptus. At ex nn 
cireuli erit « . „ , b 


2h 


et 


” 2h 


Sed ob y = aA-^ et on respectn a et h infinite parvum erit 


2^^ ^ "t ^0 

h 


et 


hydy li {a-Ys^dx clxyah 

y2ahx{a + h) Y^alix (a + /<) 1 / 2(0 + h)x 


At cum. sit V ^gcc ideoque h = glc, liabebimus v = g[k~x) atqno 
mentum temp oris 

dxYah 


At 


Y^ff(a+Ji){kx— (C®) 

r dx 

»/ Y(JiX — X'‘‘) 


posito fit =jT, peiipberiae circuli existente diametro 1. Consoqii 

tempns per arcum AE infinite parvum est 


TcYAii in;y'2o7t 

l/ 25 f(a + h) 2Yg{a + li) 



OOROLLARIUM 2 

208. Si centrum virium infinite distoi 
esset a — CO, erit potentiae directio sibi pan 
ideoque ut supra erit tempus, quo arcim 
absovitur 

~ ^Ya ' 

At si arcus circuli EA fit linea recta (Fi 
sen h = cx>, erit tempus per EA 
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COROLLmUM 3 

209. Si ergo Me casua comparetur cum oscillationibus penduli a po- 
tentia g quoque, sed directiones sibi parallelaa habente, sollicitati, erit peuduli 
isochroni longitude Tempua enim uniua descensus seu ascensus 

hnius penduli est (§ 166) 

icy^ah 

2ysr(o + 


EXEMPLUM 2 


210. Sit iam(Pig. 28, p.80) vis centripeta potestati cuicunque distantiarum 

yn 

proportionalis seu P=jn et linea JSF recta. Erit 


Erit autem porro 


yLM = s = y(i/® — a“) et x = y — a, 

^ ^ J r ^ («+i)r 


positoque -^ = 0 flet 

+ (« + l)hr ==■ (o + 

Yel dicta GE=‘C erit 


+ »" + "• , Cn + l_y»+l 

, .A . A- et V— — - 


(«+i)r 


(n-t-l)r 


Oonsequenter ob ds — liabebitur tempus per AM 


-/i 


ydyy(ni-l)r 


]/(?/*- 

Quod integrale ita est accipiendum, ut flat = 0 posito y = a. Tumque facto 
i/==c liabebitur tempus per lineam FA. SemiosciUatio vero seu naotus per 
FAF aequabitur duplo Miius temporis. 


LitoNHARDi EuLKni Opera omnia TEa Meclianica 


11 
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TOlITJS ALTER CAPUT II §211-214: 


[91—92 


211. Ponatiir vis 
temj)ii3 per AM 


seu posito AM=i ob c 


COEOLLARIUM 4 

centripeta distantiis proportionalis seu «==1; 

_ r ydyV^f 

J t/) 

* = -j- efc 2 /® = fl® + s* erit tempus per AM 


erit 


r (Uy^f 


unde tempus per AJS erit Onmes igitur oscillatioues super bac 

recta absolvuntur eodem tempore; dimidia nimirum oscillatio tempore 
nV2f conficietur. 

GOROLLARITJM 5 


212. Si oscillatio est iufltiite parva, tempus unius semioscillatiouis super 
recta erit quoque 71^2/’; at cum vis centripeta turn ut constaus coiisiderari 
possit, sit ea = ff; erit ideoque tempus unius semioscillationis = 

ut supra § 208. 

COROLLARITJiM G 


213. Quia directiones gravitatis revera convergunt ad centrum torrae, 
corpus in superficie telluris super recta perfecte borizontali oscillationes 
peragere posset^ nisi resistentia et frictiones iniiDedirent. Tempus autom 
unius semioscillationis talis foret (ob a = semidiametro terrae et (7 = 1) 2536 
minut. secund. (§ 183). . 


PEOPOSITIO 23 

PROBLEMA 

214. Bi c(M'j)us soUidtetUT a clvdbus quibuscunque potentiis, quanm alterim 
directio sit verticalis MQ (Eig. 29, p. 83), alt&yius homontalis MP, definire 
moiwn corporis o6 isiis viribus solUcUati super data curm AMB, 

SOLUTIO 

Sit celeritas in B nulla, in M debita altitudini v. Vis solHcitans secun- 
dum 3fQ sit ==P et ea secundum MP = Q. Ponatur BB,=‘t, B,M^«, 
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arcus BM—to, qiias litteras ad descensum corporis ex quiete ex B adhi- 
bebiiuus. At pro ascensu ex A quacunque cum celeritate initiali, qui motus 
ad oscillationes refereiur, sit AP = a: = QM, 

PM = AQ ^ y et ai’cus AM — s; celeritas 
vero corjjoris in A debita sit altitudini 6; exit 
ergo i + a; = const., item g-\-y=^ const, et 
xo + s= const., unde dtA^dx = Q[, 
et dio -(- (?s = 0. Resolutis potentiis P et $ 
in iiormales et tangentiales exit vis tangentialis 
P orta = 


ex 


Fdn 


dio 


et vis normalis ex P orta 



— trahens secundum MN. Deinde exit vis 

tangentialis ex Q orta = et normalis ex Q 
Odt , » ^ ^ , 

“ (lw'> nol’mali est contraiaa. Utraque vis tangentialis motum per 

BM accelerat ideoque exit 


dv = Pdt + Qdn et V = JPdt -f y Qdz 

his integralibus ita acceptis, ut evanescant factis t et z = 0. Atque pro 
ascensu ex A exit 

v^h — fPdx — y* Qdy 


his integralibus ita sumtia, ut evanescant positis x et y = 0. Positia igitur 
in ilia aequatione J’PdH - f Qdz, t = BI) et g = AI) fiet ^=>1. Quare 

tempus per BM erit 


et tempus per AM 


A 


A 


dw 

Yi/Pdi+J^) 

ds 


y{b—fPdx—fQdy) 


Sumto elenxento dt vel dx constante erit radius osculi curvae in M 
atque vis centrifuga, cuius directio secundum MN est, 


^dtdds{^JPdt-{- jQdg) 

__ 


Totalis ergo vis, qua curva in M secundum MN premitur, est 

Pdz — Qdt 2 dtddzifPdt+f Qde) 

dio ' dw^ 


Q. E. I. 
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TOMUS ALTER CAPUT H § 215-218 


[93—96 


COROLLARIUM 1 

216. Si P est functio ipsius ac vel t quaecunque et fancUo ipsius y 
vel s quaecunque, tam JPdio quam Qdy integrari poterunt; atquo ideo celo- 
ritas V poterit exMberi et ope aequatiouis pro curva tempus quoque. 

COROLLAEIUM 2 

216. Quia quaecunque et quotcunque potentiae sollicitaiites, si modo 
earum direction ea sint in eo piano, in quo est curva AMJB, in huiusmodi duas 
potentias possunt resolvi, liaec propositio latissime patet et omnes casus 
complectitur, quibus potentiarum directiones et curva sunt in eodem piano. 


SCHOLION 

217. Patet etiam haec propositio latius, si pauca adiiciantur, et compre- 
bendit casus, quibus non omnes potentiarum directiones sunt in piano 
curvae. Turn enim bae potentiae in binas sunt resolvendae, quarum alterae 
sint in ipso curvae piano, alterae ad boc planum normales. Illae igitur in 
piano curvae sitae eodem modo, quo in propositione usi sumus, traotatae 
dabunt acceleration em corporis et pressionem secundum MN; altorae po- 
tentiae, quia normales sunt in ciirvam, in curva premenda tantum insumentur. 
Quare bine duplex nascetur pressio, quam curva sustinet, altera secundum 
MN directa, altera ad planum curvae normalis. Harum igitur duarum prossio- 
num si media sumatur directio, prodibit directio potentiae aequivalentis, in 
qua curva premitur. Quamobrem non est opus, ut huiusmodi casus evol- 
vamus, sed paucis attingemus motum corporum super curva, quae ipsa non 
est in piano sita, ubi potentiam sollicitantem constantein et deorsum ton- 
dentem ponemus. 


PROPOSITIO 24 

PROBLEMA 

218. Nxistenfe potentia soUicitante uniformi eiusque directione recta deorsum 
tenclenie determinate motwn corporis super curva qttacunqm AM (Fig. 30, p, 85) 
non in eodem piano constiMa. 

SOLUTIO 

Sit curva AQ proiectio curvae AM in piano horizontali demissisque ex 
punctis quibusque proximis M et m in hoe planum perpendiculis MQ et mq 
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ducantuT ad axQm pro lubitii assmntuta -dP normales QP et (jp ponaturque 

PQ = y q\, QM^e. Sit corporis celeritas in A debita altitudini &, 
coleritas in M dobita altitudini v. Potentia 
vero sit qua corpus in M. secundum 
MQ sollicitatur. Ducta tangente MT et JK\ 

in earn ox Q perpendiculari QT resolvatur \ \ 

potentia g in tangentialem et nomialem. / \\ \ 

Erit ob / ^ V_ 

/ /-'Vr 

IJ Q : MT = |/(da;* + dy^ + ; dg / / 

vis tangentialis 1/ 


Atque ob 
vis norm alia 


, 9^ 

■\-d\f -^dz^) 


P P 

Fig. 30. 


MQ-.QT^ V{dx^ -i- dif A- d0 ’‘) : y{dx^ + dtf) 

= oV jdx^ i-dif ) _ ^ 
Yidx^+dy^+de^)' 


Quia aulem via tangontialis motum retardat, erit 

dv = — gdg ot V = & — g», 
unde tompus, quo arcus AM absolvetur, prodit 


ry {dx^ d y^ d s^) 
J 1/V/j — m'i 


J y{h-gz) 

Yis normalis vero efflciet, ut curva in Jlf a corpora tanta vi prematur iuxta 
directionein ad Mm normalein et in piano QMmg^ sitam. Premitur vero 
curva praeterea a vi centrifuga secundum directionem positioni radii osculi 
oiopositam vi 

2(b—gs) 


designante r radium osculi curvae in M. Invenimus autem supra (§ 71) po- 
sitionem radii osculi, ex qua proinde directio vis centrifugae innotescit. 
Quantitas vero vis centrifugae dabitur ex radio osculi, qui §72 est inventus; 
est nempe ^ 



y{dx^(,ddy^-\- dde^ + {dyddz— dzddyf) 


Q. E. 1. 
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TOilUS ALTER CAPUT H § 219-224 [96-97 

COEOLLiUilDM 1 

219. Celeritas igitur corporis hoc quoque casu ab alUtndine tantum 
pendet. Atquo celeritaa iu M tanta eat, quantam coiqina per QM ascendens 
cum celeritate in Q altitudiui i debita in M haberet. 

OOROLLARIUM 2 

220. ITon poterit ergo corpus ad maiorem altitudinein ascendere quam 
ad — • Nam si est 6 — 5 ^ = 0, corpus in ea altitiuliue omneni celeritatem 
amisit iterumque descend et. 


COBOLLARIUM 3 

221. Intelligitur etiam, si potentia non constaiis fuisset accopta, sed 
variabilia P, turn inventain fuisse celeritatem in M debitam altitndini 

0 ~f PiU. 

SOHOLION 1 

222. Si in piano verticali concipiatur curva AM (Fig. 31) ad axem hori- 
zontalem AQ relata faeritque AQ=‘ curvae A Q praeced. fig. et QM‘==’ QM 

praeced. fig., erit quoque curva AM aoqualia ciir- 
vae AM praeced. fig. Si iam corpus super curva 
AM aseendat celoritato initial! in A debita alti- 
tudini 1) et ab eadem potentia g sollioitatum, habo- 
F- 81 ^ ^ ^ quoque celeritatem altitudini b~gg dobi- 

tain. Atque ideo tempus quoque ascensus per AM 
congruet cum tempore ascensus per AM in praeced. fig. Hac igitur ra- 
tions motus corporis super curva non in codem piano sita reduci potest ad 
motum super curva in eodem piano posita. Inter motus enim ipaos nullum 
erit discrimen; at pressiones, quas hae duae curvae sufforunt, erunt 
diversae. Quamobrera hoc mode pressio, ut lihet, poterit variari manonte 
motu corporis super curva eodem. 

SOHOLION 2 

223. Posuimus hacteuus curvam, super qua corpus movotur, et potontiam 
sollicitantem una cum direetione datas ex iisque motum corporis et pres- 
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sionem curvae clecluximiis. Nunc igitur, cum liaec sufficere possint, ad alias 
quaeationes progrediemur, in quibus alia pro datis accipiuntur reliquaque sunt 
invenienda. Et priino quidem data sit pressio in singulia curvae punctis et 
potentia sollicitana; ex quibus ipsa curva et motus super ea debeat inveniri. 
Beinde aliis factia combinationibus inter eas res, quae in computum veniunt, 
alias quaestiones formabimus. 


PROPOSITIO 25 

PROBLEMA 

224. Si corpus a qtiacunqiie vi perpetuo cleorsum traliatur, invenire curvani 
AM (Pig. 32), gumi corpus super ea descendens uUque aeqiialiter premit 


SOLUTIO 

Sit AM curva quaeaita; dicatur super axe verticali abscissa 
applicata PM<===y et curva AM=s. Sit porro vis corpus in Jlf 
« P et altitude debita celcritati in aL =&; erit alti- 
tude debita celeritati in M integrali 

l"Pdx ita suinto, ut evanescat facto x — 0. His po- 
sitis erit pressio, quam curva secundum normalem 
MN sustinet, 

Fdy . 2 ib+fPdx) dx(idy 
ds~ ds® " 

(§ 83) sumto elemeiifco diX pro constante. lam cum 
liaec pressio debeat esse coustans, ponatur ea ■=^Jc‘, erit 

Icds^^Pds^dy + 2bdxddy + 2dxddy fpdx. 

At si ponatur ds constans, habebitur 

hdsdx = Pdxdy + 2hddy -f- 2ddy j'Pdx, 

cuius integralis est 

/ ’ uax 


AP^x, 

sollicitans 



2 dyV(h + fPdx) 
ds 


Quae aequaiio, cum P per a; detur, construi potest, quia y in earn non in- 
greditur, sed tantum dy , Q. E. I. 
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TOMUS ALTER CAPUT II § 225-227 


[98-99 


225, Exprimit 


COROLLARITJM 1 


A 


dx 


y{b+fFdx) 


terapus, quo corpus ex A celeritate initiali eadem, qua por AM. juovetiui, 
per altitudinem AF delabitur, et y{hyfPdx) dat celeritatem in eodem loco. 
Quare celeritas haec iu P per tempus per AP divisa dai ©x qua propi'ie- 
tate cui'va AM determiuatur. 


COROLLARIUM 2 

226. Tempus auteru per AP quantitate constaute quacunqu©, puta Vc, 
potest augeri. Hacque quantitate constaute angulus, quern curva in A cum 
AP constituit, determinatur. Erit scilicet sinus liuius anguli =^ 7 “ posito 

/ ♦ 2l/d ^ 

sinu toto ■== 1 . Quare Yc maior non potest accipi quam idooque, si 
motus ia. A a quiete iucipit, c debet esse =0. 


EXEMPLUM 

227. Sit potentia nniformis sen P = g\ erit 

r Mx ^ 2fcy'(t-f gx )—2hyb ^ 2 hyc y{b^ gx) 

d ■)/(& -f gx) g ds 

unde habetur 

ds’^ g'^ gy(b-\~gx) 

atque 

gdyy{b -f gx) =» kdsy(b -ygx) -}- Jcds(yc — Vh). 

Ex qua orietur sequens aequatio 

MxiyO) -fga!) + ]/c- ] /6) 

y(gX^ + i/®) “ k^iyd> + + /c — 

Sit y{h-ygx)^t et -l/c + y& = /i; erit 
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His igiiur substitutia habebitur 

^ Utdt{t-1i ) 

gVig^ f ™ + 2 mt - ' 

Haec aequatio Uibns casibus integrationera admittit, quorum primus est, si 
/c = 0; turn enini invenitur curva, quam. corpus in A proiectum libere describit. 
Alter Gst casus, quando h = 0 seu Yb = j/c; turn onim babotur 


= 1 . 

ds g 

sen linea satisfaciens erit recta inclinata. Si tertio k = g seu si tota pressio 
aoquatur ubiqne vi sollicitanti corpus g, erit 


cuius integralis est 


dy 


2ttdt — 2hidt 
gy{2ht — h^) ’ 


gy _ - h^) -I- const. 


Oolistans haec, quia posito a: = 0 seu t = yb fit ^ 0, debet esse 


^ y(2hyb - h^) . 

0 fl 

Kestituto ergo y{b-\-gx) loco t et posito Vb — yc==/i = ]/a habebitur 

= (6 -\-gcc — a — ya(bA-g<id})y(2ya(p-ygcd)—a) + {a~b-\-yab)yi^yab — a). 

Quae est aequatio pro curva quaesita, in qua a debet esse numerus minor 
quam b. 

Si corpus ex quiete cadere debet, alia linea praeter rectam non satis- 
facit. Debet euim esse c = 0, ut angulus ad A sit realis, et propterea habetur 

_ 

y-y(g^-h^y 


Leonhaudi Eur..ERi Opera omnia II 2 Meehanica 
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[100-101 


90 


COROLLAEIUM 3 

228. Aequatio algebraica iiiventa, si ab irrationalitato liberetur, fit orclinis 
quiiiti. Si in ea ponatur a — h, quo casu curvae tangens in A est vorUcalis, 
prodibit 

— = ((}x — y(a^ -f- gax))y{2y (a* + gax) — a) + a Ka. 

A 

COROLLARIUM 4 

229. Si generaliter tangens in A debeat esse verticalis, erit )/c == 0 atque 
ideo prodibit ista aequatio 

dij = - Jidx(y (h +gx)~ \/b) _ 

y{g\b+gx)-h^{y(J) + gx)- 

Si tangens in A ponatur borizontalis, erit 

kyc^gyb 

habebiturque baec aequatio , 

dx(k y{b ■ +gx)+(g~ lc)yb) 

V {g%b + gx) - QiYib + gx) + (g- li ) ]/&)*) 

SCHOLION 

230. Vocatur baeo cnrva linea aequalilis pressionis eiusque solutio extat 
in Comment. Acad. Paris., quae cum hac nostra egregie convenit.^) 
Oeterum ex solutione constat, si potentia non fuerit constans, sed utcunquo 
variabilis P, aequationem inventam nihilomiuus integratioiiem admittere, si 
pressio in curvam ipsi JP debeat esse proportionalis. Erit enim h = mP atquo 
pro curva quaesita prodibit sequens aequatio 

^dyy{b -\~fPdx) r mPdx 

y{b + fPdxy 

1) 6. E, DU I/Hospitai/ (1661 1704), Solution d'un ptobUme pliysico-mathihnaiigue, pvoposd 
par Jean SF.movzLi, ll4m. de I’acad. d. sc. de Paris 1700, p, 9. Yide eliara Commentationora 
P. Vawgnon (1664—1722), Usage d’tme intcgrale donniepar <?. F. dbl’Hqspitai, ou stir les pressions 
dcs courbes en gdnM, avee la solution de quelgues autres questions approchanies de la sienne, 
Mdm. de I'acad. d. sc. de Paris 1710, p. 158. P, St. 



101 — loa] 


1)15 MOTU PUNOTI SUPEE DATA LINEA IN VACUO 


91 


cuius integralis est 

dy'Vib JPclx) = milsV(p + JPdx) + mdsVc. 

Haec aequatfio, si fuerit c = 0, erit pro linea recta ad horizontem inclinata. 
At per |/c doflnitur angulus, quern cvu'va in A cum verticali coustituit; eius 
enim sinus est w-f- Quai’e si sumatur Vc == — Vh, curva tangot in J 

verticalem. Praeterea haec curva hanc habet proprietaiem, nt tempus, quo 
arcus AM percurritur, iiroportionale sit m- AM — PM. Denique ex solutione 
Imius propositionis fluit aolutio sequentis, in qua ex data curva et pressiono 
aequabili quaeritur quantitas potentiae deorsuin tendeniis. 


PROPOSITIO 26 

PROBLEMA 

231. Data ct^-va AM (Pig. 32, p. 87) et eeUritate iniiiaU in A debita alii- 
ttidini h invenire qnantitatem ^potentiae perpekio deorsum teiidentis, qttae faciat, ut 
corpus super curva AM descendens ciirvcm nhtque aeqmliter preniat. 

SOLUTIO 

Sit potentia sollicitans quaosita ==P, dictisque AP^x, PM^p et 
AM = s atque pressioiie, quam curva sustinot, == Ic habebitur ista aequatio 

kdsdx = Pdxdy -f- 2bddtj '^ddy jPdx 

(§224), in qua ds est elementum constans. Ex hac igitur aequatione quan- 
titatera P erui oportet. Aequatio autem per dy multiplicata et integrata dat 

kdsfdxdy => dy^J'pdx bdy^, 

ex qua prodit 

fM^ + i _ 

quae differentiata dat 
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TOMUS ALTER CAPUT E § 231-236 


[102-103 


At integrale J'dxdy ita est sumendum, ut posito a; = 0 fiat 

JhdS 7 1 

^Jdxdy-b. 

Quo autem haee integratio faeilius succedat, pouatur dxj^pcW, erit 
ds = dxYfl et fdxdy == ds i ~ - 

1/(1 + pjj) 

ideoque 

Cflrdt! — C— 

J Vli+pp) 

Ex qua aequatione prodibit 


Q. E. I 


p hy(i + pj>) 2jc(ip r pd» 

~ p P^dxJy{i 


COROLLAEIUM 1 


232. Ex hac aequatione quoque statim celeritas corporis in singulis 
punctis habetur; altitude enim debita celeritati corporis in M est 

Tempus vero, quo arcus AM absolvitur, est 


1/(1 +p») 


COROLLABIUM 2 

233. Perspicuum est ex aequatione inveuta quantitatem potentiae P eo 
fore maiorem, quo maior sit h ceteris paribus; vaiiabilis enim eius valor 
ductus est in pressionem h 


COROLLARItTM 3 


234. Btsi vero non videatur potentia P a celeritate initiali 6 pendere, 
quia in expressione h non inest, tamen pendet P ab J ob integrale 




pdx 

1/(1 -\rPpY 
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quod ita est accipiendum, ut posito a: = 0 fiat 

fe( i + j)jp) r pdx 

^ Vii+pp) 

Vaiifita oigo celoritato initiali alia prodit potoutia sollicitaus, taiuotsi curva 
proposita eadem maneat. 


EXEMPLUM 1 

235. Sit curva AM parabola in A verticem et axem horizontalem habens, 
ita ut ait ay =• of . Erit ergo 


et 


Quaro eiit 


, , 2xdx 1 . 2a! 

dy = — ~ — hincque p = 

r pdx /* ^xdx 1 l// 8 , i a\ I 

^ /(I +»)“•' vv+^ - J 1^(0 + 4 * ) + a. 


7i?(i A pp ) r pdx ix^y^ . lcG(a^ + 4:X^) 

j?* ’ ./ 1/(1 + pp) 4F 

Quae quantitas cum debeat esse =h, si fit x = 0, erit G==~ 

C pdx l/(a^ + 4a!^) — o 

J 1/(1"+ jjp) 2 


sen 


Ex quibus invonietur 


7ca® 1t(a^ — 2a!^)l/(a^4- 4a!~) 


4 a:* 


4 a;* 


In ipso ergo puncto A poteutia P erit infinite parva; tarn numerator enim 
quain denominator evanescunt fltque valor istius expressionis =0. Celeritas 
vero in A non potest esse arbitraria, etiam si constans G videatur ex h de- 
terminata. Nam C talem tantum babet valorem, qui expressionem 

b + fPdx == ^fdxdy 

reddat finitae magnitudinis. Pendebit ergo & ab a eiusque valor invenietur, 
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si in expressione 

A-(a» -}- 4a;r ix^) 
8j:* 

ponatur a; == 0. Turn autem prodibit 



Hac ergo celeritate descensus incipere dobet, ui pressio ubique aequalis a 
potentia P inventa oriatnr. 


EXEMPLUM 2 

236. Sit curva AM circulns radii a tangeus rectam AF in A; erit 

X 


y = a — y(a’ — a;*) et p 
Fiet ergo 




/ pdx r 

]/(l ”» 


2ct ’ 


ad quod constantem adders non licet, quia ^ fit infinitum evano- 

scente a;. Erit ergo 


f ?A> %_i+ /'Pfa; 

m> ^ 1/(1 2 ' J 


quare celeritas corporis erit uniformis ideoque potentia sollicitans evanescit. 
Perspicuum enim est corpus a nulla potentia sollieitatum in peripheria cir- 
culi aequabilitor pxogredi eiuaque Yim centrifugam esse ubique eiusdem 
maguitudiuis. 

EXEMPLUM 3 

237. Sit curva AM cycloia basin habens borizontalem et cuspide tangens 
verticalem AF in A, ita ut sit 
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Habetur ergo 


Quare erit 


et 




y2ax 

~ y(' 


a^~2a3!) ' ^ y(a^—2as 


/: 






'|/(o’'— 2aa!) 
t;]/2aa: Src^/Sa; 


ii(i +j?p ) ^ 

jpi) 2a; 


Sumta ergo constante 0 finitae magnitudinis fii 5 = oo; quare fiat (7=0; erit 


i. +/Pix - 

et 6 = 0, Pi’odibit igitur 

p_ Wa 

3 1/2 a; 

Si itaque corpus super cycloids AM ex A descendat ex quiete et sollicitetur 
deorsum a potoutia, quae reciproce est ut radix quadrata ex abscissa AP, 
corpus ubiquo curvam aequali vi premet. 

SGHOLION 

238, Dantur igitur casus, quibus celevitatem yb non pro lubitu assuiuere 
licet, quemadmodum in his exemplis evenit. Quoties enim fit infinite 

magnum facto re = 0, constaus in integratione ipsius addenda plerum- 

que hoe ipso determinatur, quod celeritas initialis non debeat esse infinite 
magna. Semper autem, si curva in A tangit rectam AF, fit infinitum 

posito 3/ => 0, id quod in causa etiam est, quod in exemplis allatis celeritas 
initialis non sit arbitraria. 


PROPOSITIO 27 

PROBLEMA 

239. Si coi'ptts a gitaewtgue vi perpetw deorsum trdhatur, invenire curvam 
AM (Pig. 32, p. 87), Si^er gua coitus ita movetur, ut iota pressio, quam curva 
sustinet, datum haheat rationem ad pressionem a vi normali ortam. 
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• SOLUTIO 

Deaceiidaii corpus ex A celeritate debita altitudini h et posito AP==‘X, 
PM‘=y, AM=^s sit potentia corpus in M sollicitans =P; erit altitude 
debita celeritati, quam corpus in Jlf babet, = &+ J’Pda;, tota yero pi-ossio, 
quam curva in M secundum directionem normalis MN sustinet, 

F(hj , 2ddy{b -\-fPdjb) 

ds ' dxds 


sumto ds pro elemento constante. lam babeat se haec pressio ad vim nor- 
mal em lit m ad 1; erit 

(jH — l)Pdx(ly = 2clchj{b -j- fPdx), 


qua© est aequatio pro curva quaesita. Haec vero reducetur ponendo v loco 
h Pdx ad banc formam 


quae integrata dat 


(»w — i)dD 'Uddy 

V dy ’ 


» A — 1 tn - 1 


— 1)1— seu v ® ds<=a^ dy. 


Ex qua babebitur 
dp- 


tn — 1 


m-l 


« ^ d(C ^ dxjb +fFdx) ^ _ 


quae est aequatio pro curva quaesita. Q. E. I. 


COEOLLABIUM 1 

240. Oeleritas corporis ibi est nulla, ubi ^ - 0 sou ubi curvao tangons 
est verticalis, si quidem fuerit numerus positivus sou si m maior fuerit 

unitate. lu his igitur casibus eurvam in A tangere ponemus reotam AP et 
celeritatem initialem sea 6 == 0. 
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COEOLLARIOM 2 

241. Quare si m>l sen si pi'essio tota maior est quam pressio a vi 
normali orta, curvam quaesitam dabit ista aequatio 

(ly dxjjpdx) I 

in qna J^Pdx ita debet accipi, ut evanescat posito » — 0. 

COROLLARIUM 3 

242. Si via centrifuga evanescet et pxopterea liuea quaeaita erit 

recta. Fit antem ex aequatione ddy — 0, quae est proprietas lineae rectao. 

COROLLARIUM 4 

243. Si w = 0, turn tota pressio evanescit; quare turn prodibit curva, 
quam corpus celeritate sua altitudiui h debita proiectum libere describit. Pro 
hac igitur curva liabebitur ista aequatio 

dx^a 

y (Z) — a 4- fPdx) 

COROLLARIUM 6 

244. Si m est unitate minor, tunc vis centrifuga erit contraria vi nor- 

mali et pi’opterea curva AM erit concava deorsum. Ponamua igitur in A 
curvam esse normalem ad AP; erit Posito igitur b = a habebitur 

pro curva quaesita haec aequatio 

1 — m 

, a ^ dx 

]/((« -j- fPdxf~ "• — “"•) 


COROLLARIUM 6 

245. Pro motu libero igitur, quo casu est Mt = 0, invenietur curva a 
corpore descripta, si in A horizontaliter celeritate altitudini a debita proiiciatur, 
ex hac aequatione 

dy — 




Lronhardi Euleri Opera omnia II a Mechanica 


18 
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EXEMPLUM 1 

246. Sit vis aollicitans uniformis seu P = g; erit gx. Casibiis 

ergo, quibus m > 1 et corpus in A ex quiete descendit, aequatio pro curvis 
qnaesitis scripto gc loco a erit haec 

m— 1 

dy = ' - — . 

At si sit m < 1 et corpus in A celeiitate altitudini a debita proiioiatur bori- 
zontaliter, ciu’va, super qua corpus moveri debebit, scripto gc loco a expo- 
netur hac aequatione 

l-m 

7 c ^ dx 

]/{{6 - f - 

Has ergo curvae erunt algebraicae, si vel vel fuerit numorus 

integer afflrmativus. Hoc vero evenit, si vi fuerit terminus vel ex hac serio 

o67»lli^ ■1„1 .^12 346. 

T' P> T> T sene 0, y, y, -j, y, j etc. 

COROLLAEIUM 7 

247. Si igitur tota pressio triple debeat esse maior quam vis normalis, 
curva erit circulus tangens rectam AP in A. Namque erit 

aequatio ad circulum radii c. 


COROLLARIUM 8 

248. Sit tota pressio duplo maior quam vis normalis seu vis centrifuga 
aequalis vi normali cum eaque conspirans; erit curva cyclois cuspide verti- 
calem in A tangens. Aequatio enim erit 
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EXEMPLUM 2 

249. Quaecunque fuerit potentia sollicitans P, requirantur curvae eius- 
modi, lit i^ressio tota, quam curva sustinet, ait duplo maior quam vis nor- 
malia sen quam vis centrifuga, quae hoc casu illi aequalis erit. Fiat igitur 
wi = 2 ot pro curva quaesita haec habehitur aequatio 


(hj = 


dxYfPdx 


Yia-fPdx) 


Sou dicio J' Pd(c == X erit 


^ Y{aX-X^) 


Hoc oxomplum ideo attulimus, quod in sequentibus demonstrabitur curves 
huius proprietatia esse simul lineas celerrimi descensus. 


COROLLARIUM 9 

250. Perspicitur ergo infinitas esse curves quaestioni satisfacientes propter 
quantitatem a arbitrariam. Atque inflnitae hae curvae omnes tangent rectam 
AP in A. 

SOHOLION 1 

251. Ex solutione huius problematis apparet, quomodo problema inver- 
sum, quo curva et ratio inter totam pressionem et vim normalem datur, at 
quantitas vis sollicitantis deorsum tendentis quaeritur, solvi debeat. Oum 
enim sit 

m-l ffl-1 

V ^ ds => a ^ dy 

seu posito dy = pdx 

V ^ = a ® P, 

erit 

(1 

hincque differentiando 

2ap^~^dp 


13 ♦ 


Pdx=^ 


m 

(w-i)(i+pp)’"-^ 
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Consequenter invenitur 




9 — m 

dp 


( m — 1)(1 

Ubi notandiim celeritatem initialem iam esse daiain; nam formula 


ap' 




T~» 


(1 


si in ea ponatur » == 0, dat b. 


SCHOLION 2 


252. Simili mode, si motus corporis sen celeritas eius in singulis locis 
detur atque relafcio pressionis totius ad vim. normalem, invenietur ex cele- 
ritate statim poteniia sollicitans. Ufc sit v altitude dobita celeritati in Jf; 
erit ob 6 -f J'Pdca = p 

ax 


atque aequatio 

m — 1 m—l 

V ^ ds'^^a dy 


dabit naturam curyae requisitae. Cum enim v sit data, dari debet vel in a 
vel s et coiistantibus quautitatibus, scilicet quae ad curvae naturam expri- 
mendam adhibentur. Celerum eadem problemata in liypothesi virium contri- 
petarum vel pluriuin potentiarum solUcitantium proposita non habent plus 
difficultatis, etiamsi ad magis perplexas aequationes perveniatur, Atque cum 
simplicia exempla in medium proferre non liceat ad illustrandum, ea potius 
relinquo, boeque eo magis, quod in sequentibus, ubi de brachystochronis 
agetur, oiusdem naturae curvae prodeant, quas ibi diligentius expositurus 
sum. Nunc igitur ad ea progredior problemata, in quibus motus quaedam 
proprietas proponitur, ox qua coniuncta vel cum potentia sollicitante curva 
quaeritur vel cum curva ipsa potentia sollicitans. Problemata vero nimis 
facilia, ut quando vel soala celeritatum vel scala temporum daretur, praeter- 
mitto, cum ex expressione celeritatis v.el potentia sollicitans vel ipsa curva 
sponte fluat atque temporis expressio facillime ad celeritatem deducat. Hanc 
ob rem buiusmodi afferemus quaestiones, in quibus non ipsae celeritates vel 
tempora dantur, sed relationes quaedam ab iis pendentes. 
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PROPOSITIO 28 

PKOBLEMA 

253. SolUcUekir corpus a qiiacimque potentia deorstmt tendente; invenire cur- 
vam AM (Pig. 33), super qua corpus descendens motu aequabili deorsum feratur 
seu aequabiliter a hormntaU AB recedat. 

SOLTJTIO 

Positis AP = a>, PM=y, AM=s et poteutia sollicifcante =P sit cele- 
I’itas corporis initialis in A clebita altitudini b; erit celeritas in M debita 
altitudini h + CPdx. Quare tempusculum, quo elementum Mm iierciirritu]’, 
est 

ds 

W+7^‘ 

Quia autem motus per AM respondere debefe motui 
aequabili per AP, concipiatur corpus motura super 
AP celeritate constante debita altitudini h; de- 
bebit teinpus per Pp aequari tompori per Mm, 
unde habebitur 

dx ds 

W~" Vib+fPdx) 
seu 

dyVh^dxVp Pdx. 

Pono autem celeritatem initialem congruentem cum celeritate descensus, ut 
curva in A tangat verticalem J.P et corpus primo principio recta descendat. 
Nam quia propter motum acceleratum necesse est, ut ourva continue magis 
ad borizontem inclinetur, eius initium commodissime aumetur in A, ubi 
curva est verticalis. Prodiitque ergo pro hac curva aequatio 



Q. E. I. 


dyVh=>dxyfPdx. 
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COROLLARIUM 1 

254. Haec ergo curva hanc habet proprieiatem, ut, quo maior sit cor- 
poris celeritas, eo magis quoque ciirva in eo loco ad horizontem sit iuclinata. 

COROLLAEIUM 2 

255. In loco ergo supremo, ubi celeritas corporis est minima, inclinatio 
curvae debet esse minima sen tangens curvae in eo loco debet esse verticalis. 

COROLLARIUM 3 

256. Celeritas igitur initialis Vb non potest esse nulla, quia ei aequalis 
est celeritas respeetiva, qua corpus deorsum progreditur seu ab horizontal! 
AJ3 recedit. 


SOHOLION 1 

257. Yocatur haec curva linea aegiidbilis descensus, quia corpus super ea 
descendens aequabili motu deorsum progreditur. Lineae huius inventio extat 
in Act. Erud. Lips. A. 1689^) pro hypothesi gi-avitatis seu potontiae solli- 
citantis uniformis*). Satisfacere autem huic quaestioni demonstratur ibi 
parabola cubicalis Neiliana, quae eadem in exemplo sequente prodibit. 

EXEMPLUM 1 

258. Sit potentia sollicitans uniformis seu F = g; erit J* Pdx ■= gx 
Quare pro curva quaesita habebitur ista aequatio 

dyVl == dxVgx, 

quae integrata praebet hanc 

dyyh^’ixVgx seu = 


1) Editio piinceps: A. 1690, Oorrexit P. St 

2) Gr. W. Leibniz, 2)c Unca isochrona, in qm grave sine aocehraiione descendit^ Acta erud. 
168&, p, 1965 Mathematische IScJiriften, liBrausgageben you 0. I Gerhardt, 2, Abtoilung, Bd. 1, 
Halle 1868, p. 234. P. St. 
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quae est pro parabola Neiliana cuspide in A verticalem AF tangente, cuiua 
parameter est Pro quaqne ergo alia celeritate initiali alia est smnenda 

pcirDjDOiEl. 


jj u m 


259 Sit potentia solUcitans F potestati cuicunque abscissai'um data 
imea auctarum proportionalis ut 


erit 


p_ (0 + ®)”. 

J (a + i)r ■ 


Quamobrem pro curva aatisfaciente habebitur ista aeqiiatio 

^yV{n + dxy{{a + — a’*'*'*). 

Si a. = 0, ita ut potentia sollicitans F sit potestati exponentis n distantiarum 
corporis a liorizontali AS proportionalis, erit 

dyy{n -|- djc'l/cc"’*'', 

cuius integralis est 


« +8 
2X 2 


SOU 


yY(« + l)ir~-^ 

jjfY x”+\ 


At n -1- 1 debet esse numerus affirmativus; alioquin J^Fdx fieret infinitum, 
quia evanescere debet facto « — 0. Fit ergo » + 3>2; quare satisfaciunt 
parabolae verticibus in A verticalem AF tangentes. Ut, si n = l seu 
7^= -®-, satisfaciet parabola Apoleoniana, cuius parameter est 2y2hf. 


SCHOLION 2 

260. Ex huius propositionis solutions perspicitur, quomodo eius inversa 
[solvatin’], qua data curva, quae sit linea aequabilis descensus, requiritur 
potentia sollicitans. Cum enim sit 
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erit 


dyVb === da>VJ' Pdx, 



■ 


Ex qua oi’iiur posito dsi eonstaute 


P 


2hdy^dy 


Perspicitur ergo potontiam P a celeritate initiali Vh pendere. Curva veto 
data ita esse debet comparata, ut iu A taugat verticalem AP. Si curvae 
radius osculi in M dicatur r, erit 

p Z lds^dy 


Quare si ex. gr. curva 
«= a, erit 

r=>a, 

Pro cireulo ergo erit 


AM fuerit circulus tangens 


dy == — efc ds 


AP in A, cuius radius 
adx 


y(a’— a;®) 


2a*6i» 

(a*-®*)*’ 


Celoritas vero in M debita est altitudini 


&-I- fPdx^ 


COROLLARIUM 4 

261. Patet ceterum ex aequatione, qnam invenimus [§ 253j, 

dx ds 

Yb ~ Yih-^fPdx) 

tempus, quo arcus AM describiturj aoquale esse tempori, quo corpus uuifor- 
niiter celeritate altitudini h debita abscissam AP percurrit. In hoc ipso 
scilicet natura liueae aeqnabilis descensus nititur. 
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PROPOSITIO 29 

PROBLEM! 

262, Trahente miiformi poientia ubigtie verticaliter deorsum invenire cnrvam 
AM (Fig. 34), super qua corpus aequcMliter versus datum plagavi AP progredihir. 

SOLXITIO 

Sit AM curva quaesita et pro axe sumatur eius tangena AP, quae 
vorsua datam plagam dirigitur. ProLlema ergo requirit, ut corpus super AM 
motum a potentia uuiformi g aollicitatum eodem ^ 

tempore ad M perveniat, quo corpus motu 
aequabili, uempe celeritate Vi, latum abscissam 
respondeiitem AP percurrit, eritque celoritas 
initialis in A debita altitudini b. Dicautur 
AP^{c, PM>==>y et AM’^s ducaturque 
vorticalis AQ hi Q secans borizontalem MQ. 

Celoritas igitur corporis in M tanta erit, quan- 
tam in Q cadendo per AQ cum sua celeritate 
Yh acquireret*, quare celeritas corporis in M 
dobita erit altitudini b-{~9^ dicta === «(. 

Per conditionem problematis vero debet esse 




ds 


J Yb 


sen 


(Is 



Vib+pd) Yb 


Yib+g0) 

unde oritur haee aequatio 

dyVi = da: ]/(/«. 

At e in a ei y clabitur cx angulo PAQ; sit sinus bums anguli =^m, exit 
cosinus =» 1/(1 — wi®) posito sinu toto =1. Nunc ent 

Y(l — w’) :m^AP (li) : PO, 


ex quo erit 


PO 


mx 


YiA — »»*) 

UoKninm Eumbi Opera orarnia Ha Meohaniea 


ideoque MO 


«•/(!- w«)-wa; . 
■/(I— w*) 


14 



lOG 


TOSrUS ALTER CAPUT II § 262-267 


[U6— 117 


kt AO flet 


Deiucle ob l:m = MO: OQ erit 


■|/(1-OT*) 


OQ^ 






Consequeiiter 
et hinc 


AQ = g — my-i- a: /(I — w’) 

, dg dxy{i~m^ 

^ m m 

Quo valore m aequatione inventa substitute prodit 

dsyi) = dicVb[l — m*) + mdxVgg, 

dgYb 


quae transit in banc 


dx = 


Cuius iutegTalia invenitur 




-u = _ 2t]/(l~ mm) ^ mygg +yb(l —m^) ’’) 

mYg «‘V 

Quae aequatio loco 0 valore tng + xy(l — »»*) substituto dafc naturam 
curvae quaesitae. Q. E. I 


COROLLARIUM 1 

263. Curva ergo satisfaciens semper cst linea transcendens, nompe a 
logarithmis pendens, nisi sit m vel 0 vel 1, i. e. nisi recta AP vel sit verti- 
calis vel hoiizontalis. 


COROLLARIUM 2 

264. Si igitur «i = 0, problema cum praecedente convenit; fit oniin 
0 = x ideoque cuiTa exprimetur hac aequatione 

dyyb^dxYgx, 

quae dat parabolam cubicalem ut supra. 

2]/^g 

m^g 


1) Editio pnneeps; cc 


Correxit P. St 
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COHOLLAEIUM 3 

265. Si == 1, fit linea AP horizontalis et Z’=‘y. Habetur evgo 

sen sen 


Vyy 


Vq 


9 


Haec ergo curva est ipsa proiectoria, quam corpus in A celeriiate Vh liori- 
zontalitor proiectum libere describit. Haec enim curva, ut ex superiore libro 
[§ 567] intelligiiur, banc babet proprietatem, ut motus borizontalis sit aequa- 
bilis. 

COROLLARIUM 4 


266, Si X et y et consequenter g est valde parvum, erit 


I A _t_ ... _ 


viYgi 


mmge 




m^gsYgg 


1/6(1 -w')/ 1/6(1 ->»=) 26(1 -w») 36(l-m®)l/6(l-»i«) 


quam proximo. Initium ergo curvae AM exprimetur bac aequatione 

e ^meYge 

^ ~ ~y{\ - w») 3 (1 - ««)l/6 

sou ob « = Yfty -j- »!/(! — »»*) ista 


y 


2 (wy + a; 1/(1 — V g (my + g ]/(! 


3l/6(l-m^) 


quae reducitur ad banc 


„ )/(i _ 

4: <7 


COROLLARIUM 5 

267. Si m = 1 sen si linea AP est borizontalis et series logaritbmo illi 
aequalis continuetur in infinitum baecque series loco illius substituatur, ter- 
mini omnes prae infinitesimo eva evanescent. Habit autem infinitesimua 
= 0 sen 1 / ■= 0, id quod indicat hoc casu lineam rectam borizontalem quo- 
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qne aatisfacere. Id quod quidem per se est perspicuum; nam corpus super 
recta liorizontali aequabiliter progredietur, ideoque motus eius horizontalis 
est aequabilis. 

SOHOLION 1 

268. Mrabile igitur videtur, quod aequatio differeutialis et integralia 
quoque, quae prodit, si ponatur w=l, parabolam tautum praebeat et rectam 
borizoutalem exeludere videatiir, Sed notandum est lineam rectam borizon- 
talem pro omuibus quoque plagis J P satisfacere, cum motus in ea sit aequa- 
bilis atque ideo versus omnes plagas aequabiliter progrediatur. Perspicuum 
autem est aequationem nostram goneralem banc rectam comprebendore non 
posse, quia rectam AP nusquam taugit nisi in casu wi == 1, quo cum oa 
congruit, A.tque baec ipsa ratio quoque est, cur pro casu etiam =• 1 
liuea recta non directs inveniri queat. 

SOHOLIO¥ 2 

269. Manifestum quoque est endem opera problema latiori sensu accep- 
tum solvi potuisse, si sciUcet potentia solbcitans non uniformis, sed varia- 
bilis utcunque esset posita. Namque substituto P loco g ei J" PtU loco gg 
in aequatione differentiali prodisset baec aequatio 

dyVh = dcoVj'Pdg 

pro curva quaesita. Habet vero g eundem valorem quern ante. Quare si P 
ab altitudine g et coustantibus tantum pendeat, poterit fPdg vel integrari 
vel per quadraturas exhiberi, Atque turn aequatio pro curva poterit construi; 
pervenietur enim ad banc aequationem 

ci^Yb 

in quar variabiles a? et ^ snnt a se invicom sej)aratae. Nolui autem probloma 
nimis lata significatione confusum efficere. Quando enim latior siguificatio 
neque plus difflcultatis habet in se neque ad peculiarem usum accommodari 
potest, 60 lelicto particularo tantum pioblema portractare constitui, Proptor 
eandem tationein sequons problema isochronae paracentricae in hypothosi 
tantum potentiae uniformis ot deorsum directae resolyo* 


I 
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PEOPOSITIO 30 

PROBLEMA. 

270. In hypothesi poientiae soUicitantis uniformis et deorsum tendentis inve- 
nire cnrvmi AM (Pig. 35) , super qua mpiis descendens aequabiUier a data 
pUAicto G recedii. 


SOLUTIO 


Sit AM curva quaesita; eius sumatiir tangens GAy quae per datum 
puiictum G transit; orit corporis in A celeritas minima. Quia enim haec 
celeriias tota ad recedendum a G impen- 
ditur, in aliis curvae dementis necesse est, 
nt celoritas sit maior, eo, quod eius tantum 
pars ad recessum insumitur. Punctum A 
ergo erit supremum curvae quaesitae. Sit 
igitur celeritas corporis in A debita altitu- 
dini b hacque celeritate concipiatur corpus 
per AF uniformiter moveri; debebit itaque 
Me motus cum descensu corporis super 
curva AM ita convenire, ut ad quaeque 
puncta P et Jf aequaliter ab G distantia 
simul poi'veniatur, Posita celeritate in M 
debita altitudini v ducatur GP==GM=x 
et sit sinus ang. P GM — t posito sinu 
toto =1. Ducantur arcus circulares PM 
et pm centre C; erit Mn’=Pp=^dx et pGm sinus Quare 

erit 

sinus ang. mGn = 



Fig. iJ6. 


dt 


Erit igitur 


Yil-U) 


mn 

0 ) 


mn i 


^ atque Mm = ]/ (dcc^ + • 


xdt 


Cum ergo elementum Mm celeritate Yv eodem tempore describi debeat, quo 
elemeiitum Pp celeritate Yb, erit 
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dx I \ 

Yb ' \ D (! — <<)«/ 
sen 

dxV(l — U)(v — 6) = xdtVh. 


Heqairitur ergo, ut v determinetiir. Ad hoc ducatur ex G verticalis CQ 
et horizontales AD et MQ; postquam ergo corpus ex A ad Jkf desceudit, 
deorsum pervenit iutervallo DQ. Quare posita potentia sollicitante => g erit 


v^h-\-g-DQ=‘h-{-g’ OQ — g^ CD. 


Sit AG’^a, siuus auguli AGD = in] erit eius cosiuus =1/(1 — m^), 
erit 


et 


CD = 01/(1 — w*) 
cosinus ang. MGQ~mt-{- Vi)- — w’) (1 — • ■ 

Quam ob rem erit 

CQ = mix + xV{l- w^)(l - 1^). 


Ex quibus conficitur 

v = h — gaVil —m^) -j- mgtx-^- gxV(l — w®)(l — i*). 

Quo loco V valore substitute prodibit ista aequatio 

dxV{l — tt) {7ngtx -f gxVQ. — m*)(l — i!*) — gaVil—m')) = xdtVb 

seu haec 


unde 


V (ingtx -Yga>Vi).~ (1 — 0 — ga V{1 — m^)) = ' 

Quae aequatio exprimit naturam curvae quaesitae et, si indeterminatae x Qi t 
a se invicem separail possent, ipsa curva construi posset. Q. B. 1. 


COROLLARIUM 1 

271. Perspicuum igitur est ex aequatione iuventa inuumerabiles cmrvas 
quaesito satisfacere ob ires quantitates, auguluin scilicet AGD, distantiam 
.4 0 et celeritatem Vh, qua corpus a flxo puncto G recedit, quae pro lubitu 
variai’i possunt. 



m - ia!>| 
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COROLTARIUM 2 

272. ALqiio liiu’uiu kiuui quanUiatum binis quibusque assumiis pro 
arbitrio l-orlia Hola variabilis inflniias prodiicet curvas quaesito satisfacientes. 
Ml quia aoquatio liaoc gouoraliior coiisirui non potest, oinnes curvae satis- 
lacioiitoH oxhibori non possnnt. 

COROLLARIUM 3 

273. (iuod ad (iKuvam curvaruin liaruin attinet,. intelligitur eas omnes 
in yl (uiHiii(l(uu babor (5 dobore, quia A ost pmictuni supremmn. Alter enim 
oiirvan raunm ox J ad alUivain pariom roctae AP descendere debet excepto 
wwu, (|U0 (Jyi P lit lintia hovi'/onialis; imn enim haec ratio cessat. 

(JOLlOLJiARIUM 4 

27'l. Alter vero rainiiH ad alteram roctae GP partem positus aeque solvit 
probleina ac int(^ yJ M. Invonitur enim oadom ox aequatione, si modo t seu 
anguluH PGI\I. accipitur nogativus. 


COUOLLAltIUM 5 

275. Wx sola atit(un aoquaiionis invontae inspectione porspicitur earn 
duobuH iiasibuH siiparationoin indotorminaiarum admittero, quorum alter est, 
Hi a-'O, alter, hi w- L. lllo scilicet casu evanescit distantia ylC et pun- 
ctmn A in 0 iiicidit; lioc voro casu recta GP fit bonzontalis. Hos igitur 
ainboH (UiHiiH in soquontibus duobus oxomplis evolvemus. 


EXIUMPIjUM 1 


271). Incidat ergo punctum yl in G, seu 
ipHO pnncto 0\ dot o 0. Hoc orgo casu 
abibit in hanc 


corpus descensum incipiat in 
aequatio pro curva quaesita 


dxYg ^ , 

yhx j/(j[ _ YA 


in qua indotorrainaiao a so invicem sunt separatae. 


Constructio igitur curvae 
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quaesitae per qaadraturas coiifici poterit; fiet enim 

2y'ffa! r jlt __ 

^ V(L- tl) {mt + )/(l - (1 - P)) 

qTiae intogratio iia debol abaolvi, iii facto t^O fiat a: = 0. Namquo gcno- 
ralia aequatio ita clobet intograri, ui posito i 0 fiat a. Hoc igituv 
casii integralo 

dt 

JV{1 -It) (w? i + yd ~ m’*) d - <»)) 

ita cat accipionclum, fit facto t = 0 ipaam evaneacat. Ad constrncUononi 
buius iutegralia vero melius perspiciendam pono cosiuum anguli MGQ sou 

mt + 1^(1 — — ti) = 2, 

quo facto fiet aiuus aug. MGm seu 

dt — dg_ 

Hiaque aubstitutis liabebxtur ista aequatio 

^Yffx ^ r —dq 

y& J Viq-q^y 

quod intograle ita est accipiendum, ut facto q = y(l — m®) fiat » = 0, 

COROLLARIUM 6 

277. Si ipsi 1) diverai valores attribuantur, omnes cume, quao oriuntur, 
eruut inter se similes; maiiente enim angulo MGP distantia OM proportio- 
nalis est accipienda ipsi b, altitudini generanti celoritatem initialom. 

COROLLARIUM 7 

278. Quicunque ergo fuerit angulus AGQ, constructio non iminutatur, 
sed tantum constans adiicienda. Quare constructio inservions uni casui ad 
omnes casus potest accommodari. 
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SCHOLION 1 

279. Problema hoc do aequabili recessu a fixo puncto praeterito seculo 
iam erat propositum et solutiun in Act. Lips. A. 1694^) alque solutiones, quae 
ibi extant, conveniunt apprime cum casu liuius exempli; universalis enim 
solutio illo loco non est data.®) Quamobrem casus exempli sequentis novas 
proi'sus dare videtur curvas huic quaestioni satisfacientes. At quia sequens 
conatructio cum hac convenit, quanquam ipsae curvae sint prorsus dififerentes, 
tamen otiam sequens casus in iis, quae hac de re tradita sunt, coutineri 
cenaendus est. Yocantur aiitem istiusmodi curvae isochronae imracentricae, 
quia niotus super iis a centre fixo fit aequabilis. 


EXEMPLTJM 2 

280. Sit linea GAP horizontalis; fiet Mi=»l atque in aequatione generali 
evanescet terminus </«/(! — >m®). Hoc igitur casu aequatio fit ut ante 
separabilis; transmutabitur enim generalis aequatio in banc 

dxVg di ^Vgx P dt 

ybx~y{t~t’>) yb Jyit~f)’ 

quod integrale ita est accipiendum, ut posito # = 0 fiat x==>a. Quare 
ita integrate, ut evanescat posito <==0, erit 

^ygx — ^yga ^ C dt 

yb Jy(t-p) 

Quao constructio ergo cum praecedente convenit. 


1) Eclitio piiuceps: A. 1696. Oorrexit P. St. 

2) Iao. Bernoolw, SoMlo proUemaUs Leibsituni^ de cnr»a accessus el recesstis aequabilis 
a punch data, mediante reciificaiione curvae elasiicae., Aota erud. 1694, p. 276; Opera, Genovae 
1741, p. 601. 

Iao. Bbrnoulli, Gonslruclio curvae accessus et recessus aequabilis, ope rectificationis curvae 
cuiusdam dlgebraicae, Aota orud, 1694, p. 336; Opera, Genevae 1744, p. 608. 

G. W Leibniz, Oonstnictio propria problematis de curva isochrona paracmtrica, Acta 
orud. 169<l, p. 364; Malhcmalisclie Sclmften, herausgegebon von 0. 1. Gbrhakdt, 2. Abteilung, 
Band 1, Halle 1858, p. 309; vide etiam Iao. Bbiinoulli, Opera, Genevae 1744, p. 627. 

Ion Bbunotilei, Cmxstructio faoilis curvae recessus aequabilis a daio punch, per reclifica- 
tioncm curvae algebraicae, Acta erud. 1694, p. 394; Opera omnia, Tom. I, Lausannae et 

GeE0vae 1742, p. 119* P. St 

' * 15 

Li^ONitARDi Eulbri Opera omnia Ha Mechanica 
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TOMUS ALTBtt CAPUT 'II § 281-28.1 |i2f)---126 

SCHOLION 2 

281. An praetor hos duos casus alii invoniri qnoaiit, (pii soparationoni 
indeterraiuataruDi admittant, veliementer dubilo. A nemine qtiidom, (puintuni 
scio, alius est orutus, quamobrem non iiecesse esso iudico, ui huic inatoriao 
diutius immorer, 

PEOPOSITIO 31 

PEOBLEMA 

282. Potentia solUcUanie existente unifomi at dcorsiim iendcnte invenire 
curmm AM (Fig. 36), super gim corpus data mm celeritate inilkdi ilu moumliir, 
lit aeqicaliius temporibiis aequales migidos circa punctum fmm (J almlvut. 

SOLUTIO 

Sumatur initium cui'vao in loco quodam A, in quo rocta OA in ijiHaiu 
curvam est normalis, sitque coleritas in A dobiia albitudini h ol AC- - a; 

orit celorifcas angularis ut cui quanbitati coloi’itas 
angularis in singulis punctis M oxprossa dolxsb (WH(» 
aequalis. Sit coloritas in M dobiba albibiuliiii v oL 
CM == X, erit mn = dx. Fiot ub 

Mm 

quae quantitas per MG divisa dat coloribaboin angii- 
larem 

Mn-yv , 

“■ Mm- mg'' 

quae cum aequalis esse debeat ipsi , habobibur liaoc aoquabio 
Mn *aVv — Mm *MG*yh ^ 

Sit iam diicta vorticali DGQ sinus ang» A CD ^ orit cosinus oius 
= 1/(1— w*) posito sinu toto =1. Ibem sinus ang. MOP sib = erit co- 




DE MOTU PUNOTI SUPER DATA LINEA IN VACUO 


115 


126— 127J 


sinus =l/(l — tt). His igitur positis erit 

CD ^ a 1/(1 — et GQ = -x V{1 - U) 


atque 
unde fit 




sinus ang. MGm 


xdt 


di 


Mil 


Yii-tt) X ' 


y{i—u) 1 /( 1 -«) 


At quia corpus ex altitudine DQ est clelapsum, erit 

v==^h-\- g-])Q^b-\- gay{l - w“) - </a;l/(l - U). 

Quibus valoribus in aeqnatione inventa substitutis orietur haec aequatio 

hdx\l — tt) = tndf + gaHf 1/(1 — m^) — ga^xdi l/(l — tt) - hx^df 
sen 

, d iV{a^h-\- ga^y^l —m^ — ga^xyG—tti — hx*) ^ 

y{i-u) 

Quae aequatio ita integrata, ut posito t = m fiat x=>a, exprimit naturam 
curvao quaesilae. Q. E. I. 

COROLLARIUM 1 

283. Si loco sinuum angulorum AGD, MGD eorum cosinus introdu- 
cantur fiatque l/(l — 'iv?)=>n et /(I — = erit 

, --dqy{o?h-\-gm^—ga^i(6~'bx^) 

^7(Wj 


sen 


— dg; 




y{l - qq) l/(&(a® — «*) + gaHna — qx)) 

quae ita est integranda, ut posito q=>th x==(i- 


COROLLARIUM 2 

284, TJbi curva ad radium GM est normalis, ibi ob evanescens dx erit 

b(a^ — a;*) — ga\q!» — m). 

16 * 


/ 
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[127—128 


Quoties ergo eat 


a^b+gna^—bx^ 

gaKv 


} 


erit curva in radinra CM normalis. Quia autem q inira limites +1 ot — 1 
coutinetur, non potest esse inaior data quantitate; nam posito a; = co fieret 
{/' = CO, quod esset absurdum. 


COROLLMIDM 3 


285. Si GM est normalis in curvam, erit celeritas angularis 


yv y(b-\-gna—gqx) 

~~~MG 

quae aequalis esse debet ipsi Maxima ergo est ilia celeritas angularis, 
si g^ = — 1. Hie autem motus angularis eo fit minor, quo maior est lilo 

vero minor porro erit motus angularis, quo magis obliqua est curva ad 
radium MG. Quare curva non ultra datam distantiam infra G descend ero 
potorit, quam distantiam dabit x ex liae aequatione 


nempe 


ifiyh = ay (p-[- gna -\- gx), 




ga^ 

21 




Haec ergo est maxima curvae a puiicto G distantia. 


COROLLIRIUM 4 

286. Cum igitur curva non ultra datam distantiam a centre fixo G 
distare queat, curva baec erit in se rediens. Scilicet vel post unam rovolii- 
tionera vel post duas vol post tres etc. vel etiam post infinitas revolutionos 
in se redibit, prout litterae a, h, n ei g fuerint assumtae. 


BXEMPLUM 


287. Si poteutia sollicitans evanescit, fit 51 «=> 0 et corpus aequabilitor 
promovebitur. Turn igitur pro curva doscripta baec babebitur aequatio 

dx (It 

y(a^-x^)'^y(l~uy 


\ 
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cnins integralis per logaritliinos est 

l/„ 1 1 -|/- 1 _ y{l—U)) 

aeu 

a;]/—l _ y{a^-.x^) = aV-1 - cV{l - it). 

Quae reducta dat 


(a® — c^y = 4(ft® + c^)ctx — 

Incidat recta AG in verticalem GT>) hoc enim perinde est ob evanescentem 
potentiam g) debebit ergo fieri a; = (i posito <==0, ex quo fit a^-|-c’' = 0 atque 

~ S6R == — ^^)- 

Quae aequatio est pro circulo diametri a per punctum fixum G transeunte. 
Quando enim motus in. circulo est aequabilis, motus quoque respectu cuiusque 
puncti in peripheria erit aequabilis. 

SCHOLION 

288. Perspicuum autem est hoc casu peripheriam circuit quoque aatis- 
facere, cuius centrum est in puncto fixo G, quippe quae solutio est facilliina 
et sua sponte se prodit, Quamobrein maxime mirandum est hunc casum in 
aolutione non contineri. Ratio voro huins similis prorsus est eins, quam 
supra § 268 dedimua, ubi simile paradoxum observavimus. Ad circulum 
centrum in C habentem designandum prodire debuisset cc = a seu dx = 0, 
quod vero, quia x ut quantitas variabilis consideratur, non fiieri potuit, prae- 
sertim cum in eadem aequatione solutio alia sit contenta, in qua x est 
quantitas revera variabilis. Ex prima vero aequatione posito «==&, quae 
est Mm-x, intelligi potest circulum satisfacere; nam si ubique est 

» = a, erit quoque Mn == Mm. Magnum autem arbitror subsidium ad con- 
struendas curvas huic problem ati satisfacientes proditurum, si tali methodo 
solutio inveniri posset, quae sponte pro casu motus aequabilis circulum 
centrum in G habentem esset datura. Oum enim casus simplicissimus ita sit 
involutus et abditus, ut elici vix queat, coniicere licet alias saepe curvas 
simplices in generali quapiam solutione contineri, quae sint eriitu diffl- 
cillimae. 
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PEOPOSITIO 32 


PEOBLEMA 

289. Si corpus attraliaiur vi quaau/ngiie ad centrum virium 0 (Fig. 37), in- 
venire curvam AM, super qua corpus data cum celerifate descendens motu aequa- 
iili versus G feratur. 

SOLUTIO 


Sifc corporis in A coloritas minima dobita aliitiidiiii 1), cril rocia GA 
tangens curvao in A, qnia corpus in A directe ad G moveri doboi. Bill 

AG^ a et CM = a), celeritas in M dobita altitudini 
V et vis contripota in Jf == 7^; orit — fPdx, 
quod iniegralo ita est accipioiidum, ut facto x=>a 
ovanescat fiatquo v^b. Coloritas voro in M taiita 
esse debot, qua olenientum Mm eodeni tompusculo 
absolvatur, quo olementum Pp coloiitato Vb. EriL 
ergo pi ;■)/«> = Pp : Mm ‘=> MT i MG, undo prodibib 
ista aequatio 

& . Jlf = n . Jf T** == & • TIf O’” — MT^ ’fPdx. 
Dicatur perpeiidieulnm GT in tangontom ==jp; orit 

— p’) J'Pdx seu p® = ^ ' ■ 

Vel si sinus ang. AGM ponatur ==<, erit 

dt 



mn 

MG 


Vii-tt) 


Unde sequens emergit aequatio 

diYb 




1 /( 1 -<0 


Quarum utraquc, si quidem P per x datur, ad curvam construondam est 
apta. Q. E. I, 
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COROLLAEIUM 1 

290. Si vii9 centripeta potestati cuicunque distantiarum fuerit proportio- 
nalis, nempe 


ei’iij 


P== 

•A > 


fFdx 


+ 1 — -f 1 
(«+!)/’" 


Hoc substituto habebitur pro curva AM sequens aequatio 

]/(l - U) ^ ^ (» + l)Jr ’ 

Quao aequalio ita debet integrari, ut facto i==0 fiat x^a. 


COROLLARIUM 2 


291. Si — ita accipiatur, ut fiat == 0, si ^ — 0, prodibit ex ilia 

aequatione iiitegrata haec 

Jy(l-Ttj + {n + lfyir 


si centro G radio BG^l descriptus fuerit arcus cii-culi BSs. Ex quo patet 
ourvam AM iuflmtos habere gyros, antequam corpus in G perveniat. Nam 
posito £C — 0 fit J?i8'='?o. 


COROLLARIUM 3 

292. Pondet igitur constructio huius curvae partim a quadratura circuli, 
partim a logarithmis, si w + 1 est numerus affirmativus. At si w + 1 est 
mimeras negativus, is terminus, qui per logarithmos erat datus, ad quadra- 
turam circuli quoque reducitur. 

COROLLARIUM; 4 

293. Curva haec punctum habebit flexus contrarii, ubi est dp = 0. Ad 

hoc igitur smnatur aGcjuatio 
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—■x-fFdx 
b— JPdx 

ex qua differeutiata positoque dp = () prodibit 

hPx^2 {f Pdxf — 21 f Pdx . 

COROLLARIUM 6 

294. In casu igitur, quo puncbum flexus contrarii ibi erit, ubi eat 

{n -h 1 )“ J + 2(« + 1) hf” (a ” + ' — a;" . 


Unde liaec oritur aequatio 




(rt -H 1 1 


-j” 1 




Quae in integral! subatituta dabit angnlum AOM, in quo eat punctum 
flexus contrarii. 


SCHOLION 1 

295. Cum autem de natura fluiusmodi curvaruin difficile sit in genere 
quicquam producere, ad casus specialea descendendum erit principalos, id 
quod in sequentibus exemplia efficero Yisum eat. 

EXEMPLUM 1 

296. Sit vis centripeta ipsis diatantiis proportionalis sen P~ j-, fiet 
w==l. Posito ergo arcu JBS — s curva quaesita exprimetur ista aequatione 

J . y(a^— . a j a-\-y{a^-x^) 

yuf 2y2hf a-l/(a«-a:8) ’ 

Ex qua aequatione data quavis puncti ikf a (7 distaiitia reperitur anguliis 
BG8t quo absolute corpus in ea distantia existit. Inter distantiam MO~x 
vero et perpondiculum OT=p aequatio haec erit 

— ar* 

2jp q. a;2"' 


133 ] 


DE IIOTO PUNOTI STJPBB DATA LINBA IN VACUO 


121 


Huius curvae punctum flexus contrarii erit, ubi est dp = 0, hoc autem, ubi est 


cc^ = 2 + 4Z»/y — a'* — 2a^bf 

sen 

a;® = o' 4- 2&r- ]/(2o'6/’+ 46Y»), 
quia X non maior esse potest quam a. Hinc fit 


;c == l/(o' + 26/’- V[2a^bf-^- 4fcY')) 

atque 

pp y{2a^ -\ribf) — 2ybf 

^oc~^ y{^a^ + 4:1) f) 

Anguli ergo, quern curva in pimcto flexus contrarii constituit cum radio G3I, 
cosinus erit 

t'(2o' + 4t/') 

Aeqiiatio vero curvae in seriem convorsa erit posito y(o' — sr*) =« 3/ haec 


sy^bf^ 


JL 

So' 


^ 5a* ^ 70“ ^ 


9o* 


-f- etc. 


In ipso ergo curvae principio, 
valde parvum, erit 


ubi X non multo minor est quam 0 sen y 


Deinde ex ipsa aequatione apparot facto a: = 0 fore s ==« css, quare curva infl- 
nitis spiris ambit centrum 0, eritque, quando coi'ima centro iam proximum est, 


pp _ aa 
XX 2hf -f- a® 

Ex quo sequitur proximo circa centrum G curvam abire in logarithm] cam 
spiralem. 


1 ) Editio princeps: xx== a^+21)f—2y(a^bf+h'^f), qi(-ia x nm viaior esse potest quam a. 
Him fit x = y{a^ + l)f)~ybf, atque 

r 1 1) 

pimcio flextis conirdHi constituit cuvi radio OM cosimis erit ^ ^ Covrexit V, St. 


Leonixardi Eui-Kni Opera omnia II 2 Mecliatiica 


10 
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EXEMPLUM 2 

2&7. Sit « = — 1 seu » + 1 = 0, qiii casua ex ipsa aequatione differen- 

f 

tiali est ei'uendus. Fit enim ob — 


unde habebitur ista aequatio 


cuius integralis est 


As = 


At 


Vii-tt) 


' ' (IOj ^ 


2f(la — Ix)^ 

■iVH 


Altera aequatio inter perpendiculum p et a; erit baec 


i>iJ = 


fxxl- 

05 

6+^ 


Ex qua invenitur punctum flexus contrarii in eo loco, in quo est 

sou 

1 a — & + y(bh + 2 6/) 

X ~ 2f 

Hoc ergo habebitur suuiendo 

(-6 + T/(66+ 26/-))^- 

3/']/26 


Perspicitur porro, si fiat a;==0, fore s=»co seu curvam infinitis spiris 
centrum G circumdare; hoc vero casu erit = 1 sen jj = a;. Ultimo ergo 
curva in circulum infinite parvum abit. 


EXEMPLUM 3 

298. Ponatur n= — 2, ut vis centripeta sit quadratis distantiarum reci- 
proce propoi'tionalis; erit 

At ~fdx -t/a — x 

]/(!-«) “” » K 



134-135] 


DE MOTU PUNCTI SDPER DATA LINEA IN VACUO 


123 


Ponatur 

fiet 


a — ® 

--r- = yy, 

dsYai) yy ^y _ _ (^y 

2f ~i- + yy 1 + 2 / 1 /’ 


Exprimii vero 
= t, erit 


arcum, cuius tangens est y sen 



« +-• 


sYab 


2f 


y 



sit hie areas 


Ubique ergo data distautia x capiendus est arcus s in ductus aequalis 
differentiae inter tangentem et arcum respondeiitem posito radio =1. 

Si X ponatur =0, flet s = <x>, ex quo sequitur curvam per inflnitas spiras 
ad centrum C descendere. Praeterea ob 


erit 


J ax 

alx + ff(a — x) 


Ex quo sequitur, si x evanescat, fore |~ = 1 sen curvam ultimo quoque in 
circulum infinite parvum abire. 

Si fuerit ah <=• ff, erit 




xx{a—x) 

a 


6t 



Punctum flexus contrarii hoc ergo casu incidet in eum locum, ubi est 
2ax=‘Bxx sen vel a; = 0 vel Sin autem fuerit ah=^Aff, erit 


s= ]/- 


— o; 


et punctum flexus contrarii habebitur caiiiendo [vel a; = 0 vel] 


SOHOLION 2 

299. Quo autem appareat, quomodo spirae inflnitae sint comparatae, si 
vis contripeta fuerit potestati ouicunque distautiarum proportionalis seu 



la* 
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[135-136 


considorefcur aequatio inter p et a?, quae erit 

— a:"+* 

XX («+ 1) 6/’” -f-a”*' * — ^ 

TJbi duo disfcingueudi sunt casus, alter, quo « + 1 est numerus affirmativus, 
alter, quo est negativus. 

Si « + 1 est numerus affirmativus, facto a; = 0 fit 

pp _ 

^ “ (»-fi)Z»r+a»+i‘ 

Hoc ergo casu curva AM circa centrum G abit in logarithmicam spiralem. 
At si « + 1 est numerus negativus, facto a: = 0 fit 



His orgo ill casibus curva in G abit in circulum infinite parvum. Fit 
his casibus corporis ad G accedentis celeritas infinite magna ot hanc ob 
rem, nisi curva in circulum abiret, corpus coleiitate infinite magna ad 0 
accederet, quod esset contiu conditionein problematis. Determinatis igitur 
cm*vis, super quibus corpus aequabiliter ad centrum virium accedit, invosti- 
gabimus eas curvas, super quibus motu aequabili circa centrum virium cir- 
curafertur. 


PROPOSITIO 33 

PROBLEMA 

300. Si corpus attrahaiur pterpetuo ad centmm virium 0 (Fig. 38, p. 125), 
deierminare curvam AM, super qua corpus moiu angulari circa centrum Q aequahi- 
liter movetur. 

SOLUTIO 

Sit A cuTvae punctum supremum, ubi curva normalis erit in radium A G, 
sitque celeritas corporis in A debita altitudini b Qt AG a', erit motus an- 
gularis in A =^, cui quantitati motus angularis in singulis punctis M debet 
esse aequalis. Ponatur GM= sc, cui aequalis capiatur GP, et sit vis ceutri- 
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peta ill ilf =P; erit celeritas in Jlf debifca altitudini b — J'Fdx integrali J'Pdoo 
ita accepto, ut evanescat posito x = a. Ducta tangente MT vocetur perpen- 
diculum ex G in earn demissum GT—p; erit 
X'.p = Mm : mn, Hanc ob rem celeritas per mn 

2)y(b-fPdx) 

X 

et celeritas angularia 

__ pVjb-fPdx) 

* 

quae aequalis esse debet ipsi Hinc prodit 
sequens aequatio 

hx^ === a^hp ^ — «V/* 
x^Yb 


SGU 


p = 


aVib-fPdx) 



Centro (7 radio BG=1 describatur arcus circuli JJP, qui dicatur =s, Grit 
l:ds = x'.mn, unde erit mn = xds et Mm ^y(dx^ x'^ds^). Cum nunc sit 
x:p = y{dx^ + x^ds ^) : xds, fiot 

xxds 

^ xhls^) 

Quo valore in aequatione inventa substituto habebitur 

hdx^ + bx^ds^^ a^bds^ — a^ds^J'Pdx 

hincque 

^5 

]/(»’& — b;^ — a^fPdx) 

Ex qua aequatione curva quaosita poterit construi. Q. E. 1. 


COEOLLAEIUM 1 

301. Quo minor fit x, eo maior fiet h — J'Pclx, quare, quo minor fit x, 
GO minor quoquo fiet ^ seu sinus anguli GMT. Est enim ' 
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TOMDS ALTER CAPET II § 302—305 


COEOLLARIUM 2 

302. Pon'o tarn ex hypothesi quam liac aequatione x non potest fieri 

maior qiiam a; fieret eniin Quamobrem radiorum CM nullus potest 

esse Dormalis ia curvam, nisi qui est maximus, nempe ^AG. 

SGHOLION 1 

303. Per se qiiidem manifestum est in qiiaciinque vis ceiitripetae bypo- 
thesi circulum centro G descriptum satisfacere; corpus enim super circulo 
uuiforniiter moveri debebit. Etiainsi autem aequatio generalis circulum uon 
comprehendere videatur, nihilo tanien minus in ea contentus esse debet, ut 
iam supra innuimus. 

SCHOLIOl^r 2 

304. Perspicuuin autem est nullam aliam curvam centrum C cingentem 
praeter circulum quaesito satisfacere posse. Nam in buiusmodi curvis fieri 
non potest, ut omnes rectae ex G eductae et in curvam normales sint inter 
se aequales. Quae igitur curvae praeter circulum problema solvunt, eae per 
ipsum centrum G transire debont, ut plus uno radio M G non sit in curvam 
normali. Cuiusmodi ergo sint bao curvae, in sequente exeinplo videamus. 


EXEMPLUM 


P-~; erit 


305, Sit vis centripeta distautiis a centro directs proportionalia sen 

r-nj ” *** 

Quo substituto pro curva sequens prodit aequatio 


, -dxVb 

Est vero - arcus, cuius sinus est — existente toto ainu = 1. Notetur 

J y(«‘— a!‘) ’ « 

bic arcus per A-^< Sit sinus arcus B8 == t, erit s = A.t; unde fiet 
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Sell arcus, cuius cosinus est erit 


Unde constructio curvae facilis fluit eritque curva algebvaica, quoties ]/-- 
est numerus rationalia. Sit 

y-w 2v--.— - 


erit 


mdt —dx 

]/(l - ]/(«*'- »*) ’ 


cuius integralis per logarithmos iraaginarios est 

1 + ]/(! - tt)) = 
seu 

1 _i_ 1/(1 „ t t)y = . 

Demittatur ex M in AG porpendiculum MQ’^y et posito GQ = ii ei’it 
X\t=^x\y atque ^ • Propterea prodibit 

/ y-y-l ■Pl/ (a;a — y8)Y> ^ x + Vix^ — a^) ^ 

\ X / a 

Ut sit in = 2 seu hf = -j-, habebitur ista aequatio 




’ X -j- ]/ («;* — g^) 

a 


Quae reducta dat hanc 

a;® aw* — aif = «!»* — 2ay* 
seu 

i/a — x , i/a + ic 

At si inter coordinatas orthogonales w et y aequatio desideretur, ea erit 
ordinis sexti haec 



TOHUS AT/rKU OAUU’l' IT § :K)2-~305 


COIlOLlARraM 2 

302. PoiTO iam ex hypoiliosi quam ]iac aoquaiiono x non potest fieri 
maior quam <t; fleret einm p>x. Qiiamobrom vadiorum OM nnlhs potest 
0.980 iiormalis in curvara, nisi qui est maximna, noinpo ==■ J (J, 



SOJ-IOLION I 

303. Per ae quidom inani Costum ost in qiiacAinquo via C(mtripoko hypo- 
iliosi circulum contvo G dcacriptun) Baiisfacoro; corpus oniiu Bupor civcnlo 
uiuformitor movori dobobit. Ktitimsi autom aoqiuitio gonovalia circulum noi- 
comproliondero vidoabuq nihilo tamcn minus in oa conioutus osso dobot, u1 
iam supra iiinuimus. 

.SOllOLION 2 

30']. Pornpicauin autom oat nullam aliam curvam con tr urn C cingonion 
praotor civculiun (pTae.Hito satisfacoro jtosbo. Nam in huiusinodi curvis fion 
non potost, ut oinnoa roctao ox (J cductao ot in (uivvain novmalcH sint into 
80 aoqimloa. Quao igitiii: curvao praotor circulum proi)loma solvnnt, oao pc 
ipstnn conti’uiii 0 tninsiuo doboiit, ut plus uiio radio M (J non sit in ourviii 
nonnali. Cuiusniodi orgo sint liao curvao, in soquonto oxomi>lo vidoanius. 


ICXlfiMPLTJM 


305. Sit vi8 contripota clistantiia a coutro dirocto ])roporliojuilis m 
orit 

— j Pd(c 




Quo substitufco pro curva soquons prodit aoquatio 


Esb voro /L , ai-cua, cuiuB einus oat * oxiatonLo tolo ainu .«1. Wolo 

1/ |'(rt ''’•ft? ) “ 

Me arcus por A®. Sit sinus arcuB BS orit undo (let 
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Seu arcus, cuius cosiuus est erit 

a ^ 



Unde constructio curvae facilis fluit eritque curm algeUraica, quoties 
est numerus rationalis. Sit 


erit 


V- 


'a^ + 2hf 

~2hf~ 


m seu 2b f = 


«r— 1 


mdt —da; 

Yil-tt) ~ y{a^ ~ ’ 


cuius integralia per logarithmos imaginarios est 


1 + >^(1 - (()) _ 
seu 

(!>]/__ 1 _j_ ]/(i _ t t)Y . 


Demittatur ex in AG perpcndiculum 3IQ = y et posito GQ^u erit 
1 : i = a; : j/ atquo i • Propterea prodibit 

( vV-t + V{x^ - y^)Y _ -.«*) , 

\ a: / a ‘ 

Ut sit m=^2 seu bf=-^, habebitur ista aequatio 



Quae reducta dat banc 


seu 


flj” — au^ — ay^ = ax^ — 2ay^ 

y a — x , T/a + a? 

-W “-*y— a~ 


At si inter coordinatas orthogonales u ei, y aequatio desideretur, ea erit 
ordinis sexti haee 


(/ + mT = «V-2/7- 



128 


TOIIUS ALTER CAPDT II § 305-309 


[139-140 


In hac curva appUcata erit maxima, si » = sen si sumatur 


turn enim erit 


OQ 


2 t/5 t/10 


In aUis vero ipsius m valoiibus maxima applicata erit, iibi est 

myV{a^ — = ux. 


PllOPOSITIO 34 

PROBLEMA. 

306. 8lt potentia soUicitans tmiformis g et nhique deorsim tendat detwqw 
curva AT (Fig. 39); invenire curvam AM, super qua corpus ita descendat, ut 
tempus per arctm quemcmque ylM proporiionale sit radici quadratae ex applicata 
respond ente PT curvae daiae AT, 


SOLUTIO 

Ponatm* abscissa communis AT =« x, curvae AT applicata PT=»i\ dabitur 
ergo, quia curva AT datur, aequatio inter x et t, quae talis esse debebit, ut 

evanesceute x fiat quoque i == 0, quia motus 
initium in A qionitur et tempora a puncto A 
computantur. Sit porro curvae quaesitae AIL 
applicata PM = i/ et arcus AM == s. Dcbita 
sit celeritas initialis in A altitudini h. Erit 
ergo celeritas in M debita altitudini b -j- gx 
et tempus, quo arcus AM absolvitur, 



-I- 


ds 


y(j)-Y9x) 


quod aequale esse debet ipsi Vt, Habebitur ergo haec aequatio 

.7 O r /7 C /7 a 

1 


YQ) + gx) 


Y(b + gai) 2 ")/^ 
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Unde 

atque 


df(h + go^ «=» 4ttds^ =*= 

+gxdt^~ itdx^ 


Ex qua aequatione, cum t per x detur, curva quaesita AM construi poterit, 
Ita autem est construeiida, ut posito a: = 0 flat quoque g ~0, quo curvae 
AM iuitium ait in A. Q. E. I. 


COROLLAEIUM 1 

307. Quo igitur curva sit realis, oportet, ut bdf gadt^ ait mains quam 
Udsi* aeu 


dt 


dx 


> — sive integrando yt> 

'2yt Vii + gx) 9 


Si enim fuerit 


T/f 2l/(Z.+i/a!)~2)/6 

yt 


curva JJtr flt recta verticalis, super qua descensus fit celerrimus. 


COEOLLARTUM 2 

308. Si igitur in curva AT alicubi fiat ^ aequale ipsi ibi 

tangens curvae AM respondons erit verticalis- Atque si infra bunc locum sit 
------- curva AM non eousque descendet, sed babebit punctinn 

roversionis in eo loco, ubi tangens est verticalis. 


COROLLARIUM 3 

309. Si angulus, quern curva AT in A cum vertical! AP conatituit, 
fuerit acutus, cuius tangens erit in initio A 


t = ma> 


et 


dt mdx ^ dx 

2>/i ~ 2 /mx y(h + gx) ’ 


Lro Nil AUDI Opera omnia It» Meohanica 
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TOirUS ALTER CAPDT 11 § 309-313 


[141-142 


unde m{b-\-gx) mains esse debet quam 4a;, id quod semper accidit, si b non 
fuerit =0. Turn aulem erit 




ilxYdbm^ -{■ Amx) 

^Ymx 


Posito igitar » = 0 fiet ^ == co, sen bis casibus curvae AM iangens in A. 
erit liorizontalis, nisi sit & = 0. At si &==0, erit 


dy = 


dxYipiii — <t)_ 


Ne igitur cnrva A3I fiat imaginaria, debet gm mains esse quam 4 atque 
turn cnrva AM cum AF in A angulum acntum constituet, cuius tangens erit 

4) ^ 

2 


OOEOLLARIUM 4 

310. Sin vero angulus, quern cnrva AT in A cum vertical! AP facit, 
sit rectus, fit «i = co. Hoc ergo casu curvae AM tangens in A semper erit 
horizontalis, sive 6 fit =>0 sive secns. 


COROLLARIUM 6 


311. Si celeritas in est =0 ot in principio A cnrva AT confundatur 
cum cnrva, cuius aequatio est t = ax” existeute n numero affirmative, quo 
crescente x quoque t crescat, erit 


dt^ an(xf~^dx et 


dy 


dxy{<i^ gn^x^’'~^ — 4.KX”) 
21/Ka:" 


Hunc ne dy fiat imaginarinm facto x~0, debebit esse n>2n — l son w < 1, 
quibus casibus scilicet cnrva in .4 est normalis ad AP. Q'nm vero erit 
in punoto A 


dy 


ndxYag 


Gt 


nix) 


y«g 


» + 1 


et radius osculi curvae AM in A 


«*ajraf 

'2(«-l) 
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Ex quo sequitur curvae AM, cuius fcangens in A est horizontalis, radium 
osculi in A debere esse infinite parvum, si corpus ex quiete super ea de- 
scendere posse debeat. Nisi enim radius osculi fiierit infinite parvus, corpus 
perpetuo in A quiescens permanebit. 


OOROLLAEIUM 6 


312. Si igitur corpus ex quiete descenders ponatiir in A, quo curva AM 
fiat realis, debebit maius esse quam saltern in initio curvae AT, 

Quare si ponatur 


dt 

2 ]/< 


-\-pdao, 

Yffiv 


ubi p est quantitas affirmativa, saltern nisi ponatur nimis magnum, erit 


ubi Jpdoo ita accipi debet, ut evanescat facto » == 0. Hoc autem valore loco 

dt * 

substitute prodibit 

ds dx 

Vffiv Ygs! 

pro curva quaesita AM. Vel inter a; et 2 / Iraec liabebitur aequatio 

y = JdaiV(^pVgx + gppio). 

Notandum vero est non talem esse posse quantitatem, ex qua Jpd(c prae- 
scripto modo acceptmn fiat infinite magnum. 


-\-pdx seu s =“ X J'pd(x>V gx 


OOROLLAEIUM 7 

313. Ex dictis intelligitur, qnamdiu p valorem affirmativum retineat, 
tamdiu curvam descendere; si fit = 0 et deinceps negativum, curva JAf 
in illo loco habebit cuspidem et reverteiur sursuna. Si jp == c\> manente tamen 
Jpd» finite, curva AM ibi habebit tangentem horizontalem, 


17 * 
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[143-145 


COROLLARIUM 8 

314. Si h non ponatur =0, ex eadem curva AT innumerabiles inveniri 
potermit curvae AM; prout enim celeritas initialis maior miuorve accipiatur, 
alia proclit curva AM. 

SCHOLION 

315. Problematis hnius maxiinus erit usus in solutionibus sequentium 
problematuin indeterminatorum, in quibus omnes cuvvae requiruntur, super 
quibus corpus eodem tempore vel ad datam rectam vel curvam lineam per- 
venial. Hanc ob rem indolera quantiiatum t et p diligentius invesiigaviinusj 
quo iis in sequentibus nti liceat. 


PROPOSITIO 35 

PROBLEM! 

316. JPosifa 2iotentia soUicitmte uniformi g et deorswn directa imenire omnes 
mrvas jlJif (7 (Pig. 40), super gu‘d}its corpus in A ex quiete descenstm incipiens 
dato tempore ad rectam liorizontdlem B G perveniat. 


SOLUTIO 


Ponatur AF^x, FM-^y et AB==^a. In curva AND exprhnat PN 
supra sumtam quantitatem Jpdx, cuius curvae liaec debet esse proprietas, 

ut in A cum axe AB concurrat eiusque appli- 
catae continuo usque ad D saltern crescant, quo 
scilicet pdx sit afflrmativum. Nunc sumto 

IxVi^pVgx + gppx) 
erit tempus per AMG 

_iVV. + ;,D 

ft • 



(§ 312). Quamobrem cum infinitae curvae huius indolis in locum curvae AND 
substitui queant, ex iis infinitae orientur curvae .4 Jlf O', super quibus omnibus 



1 . 15 - 146 ] 


i)B MOTU PUNCTI SUPER DATA LINEA IN VAOUO 


' 133 


corpus eodem tempore ex A acl lineam horizontalem JBO perfcingit. Ad lioc 
ergo obtinendum pro Jpdx talis quautitas aceipi debet, quae evaueacat posito 
a; = 0 et fiat =BD posito cB = a, retinente jp ubiqtie per AND affirmativum 
valorem. Q. E. L 

OOliOLLARIUM ! 

317. Si facto a; ■== « fiat jJ = 0, seu si cui’va AND in D perpendiculariter 
insistat horizontali GJ), curva AMG quoque horizontali GG perpeudicula- 
riter insisiet. 

OOROLLARIUM 2 

318. Atque si posito x=>0 fiat quoque = 0, taugeus curvae AMG in 
erit verticalis; idem vero quoque accidifc, si pVx flat = 0 posito ai = 0. At 
si pV(» flat infinitum posito a:=0, curva AMG in A habebit tangentem hori- 
zontalem. 

SCHOLION 1 

319. Intelligitur ergo problema hoc maxime esse indoterminatum, ciun 
infinitis modia infinitae curvae AMG possint inveniri. Quamobrem in seqiien- 
tibus exoinplis modum indicabimus quotcunque libuerit series infinitarum 
curvarum quaesito satisfacientium invenienfli. 

« 

EXEMPLUM 1 

320. Ponatur g BJD — Vh, ita ut tempus descensus esse 

debeat = -t- Vb, Sumatur pro curva AND haec aequaiio 

z = ax^ fix, 

quae hanc iam habet proprietatem, ut Jpdx seu 0 evanescat posito a; =« 0. 
Nunc quia facto x^a fieri debet habebitur Vh = ua^ hincquo 

ax^ ~\ ctax. 

a 

Deindo quia i? seu affirmativum semper habere debet valorem, si x < a, 
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debebit esse — aft affirmativum. Quare oportet esse yb>aa^] 

ponatiir ideo y& = aaM-««f, orit a = ^s^r„/-' substitute habebitur 

iC^Yl + fx]/b 

quae aeqiiatio substituendis loco f iuuumerabilibus valoribus affirmativis in- 
finitas dat cnrvas AND. Fiet autom 

de ^xVh+fYb . ■,/ ^^xVgbx+fl/ffhx 

^^~dx 


a® + af 


ex qua patet omnes bine orientes cnrvas AMO tangere rectam AB in A. 
Aequatio vero pro enrvis AMG erit baec 

Quae infinitas continet cnrvas problemati satisfacientes, super quibus omnibus 
tempus descensus ad lineam borizontalem eat =« -f- Yb. 


OOROLLAUIUM 3 

321. Hae auiem linoae omnes sunt rectificabiles. Nam cum sit 


ds dx 

y/i» Vgio 




Bst vero 


S =■ » -f jjpe?® |4if!U. 


fpdxYgx > 


TJnde tota curva AMG erit 


-x^Y9ia> + 

a^ + af 
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COROLLAEIUM 4 

322. Inter has igitur curvas AMC longissima proclit, si f~Q\ erit 
euim turn 

AMG^ a Vgal) . 

O 

Et pro hac erit aeqiiatio ista 

y=f y • 

Brevissiina voro habetur facto f turn enim erit 

AMa==^a-\-\Vg(ib. 

Et aeqiiatio pro hac curva erit 

y = y {^aVolx + gh%) . 

SOHOLION 2 

323. Omnes curvae ANB sub aeqiiatione 

contentao aunt parabolae, adeo ut per solas parabolas innumerabiles inventae 
sint curvae problemati satisfacientes. Neque vero omnes parabolae in hac 
aeqiiatione continentur, sed loco illius aequationis si adhibeatur haec 

]//*=, 

a ’ 

quae etiam inflnitas parabolas continet, iterum inflnitae curvae AMG inve- 
nientur, super quibus corpus dato teinporo descensum absolvit. Ex quo 
intelligi potest, quoties inflnitae inveniri queant curvae AMG, si tantum 
sectionos conicao in locum curvae AND substituantur. Sumta enim pro 
curvae AND hac aequatione 


t 

!• 

i 




13(5 


TOMim Ai/rim (’Ai’iiT i( 5i n'.ii; 


1 l IH 


quao onuioH coiiMnol. HidaonoM coiiiriw I'l'r ]nnii-fiitii .1 (iiin.oiml. 


Ii''ri (h'litif. 


atque 


I) I u \0i . I I 

y y/fri i }■ I i 5 1 /> 

O' (( I I /» 


(lolxml', 0R80 quiinl-ilii.('W poniliviH'; (|Uoil (iiium iiilimli’. imnit. ti.-n 

I'acilo porHpicilur. Si (hiimlo (tmin'ti nnvtu' i-h'i.'nfnr 

pofiiiiiotlum (jiioquo ('-iu’vik' l.rnii.-Kuauloiiii'-i .-..piii ruivurmn 

Hiimil (lofloriiiLiiruin (Kinciiii pnlci-il.. 


I-IXKMI'I.UM :! 

31 } 4 . Siunalni' pnt lairvii J N l> ImiT »t>i|ii!itt>< • 




(lonofcanto n nmii(*niiu ariirnmlivmn ((iii'uiniinjtii'; . ii 

lloUpu) ii'- iyi) ptwil.i) /' It, ul rt'niiirilm'; juai-i*'!!’ » '.rjii tph-jti.' »<n» p 


tif it.i" ' I /t 

il.i ‘ ' . 1 " 


qnantituR aritmiiilivii. Iliiiii igihir ait 


arifc 


» ' I 1 

I ( M ♦ * I ♦/ff 


ff < “ i 1 1 v/. I ‘t 

1^ rt 


Qmio aoqimUo inlliiiUia tMirviw fihu . 

ficabilos. Iilrili oiiiin 


AM 


U in * ' » { 
CJn i !•«* 




- a’l 




A Me 


'Jh I 

'.fM i I 


idooquo 
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GOROLLARIUM 5 

325. Si fuerit erit 

y jaxVi sjl-^iygah) ^ xVigb +^iY gah) 

Qimre curva abit in lineam recfcam inclinaiam, super qna descensus fit tem- 
pore == -}- Yb. Perspicitur ergo dari lineas breviores recta hac iuclinata, 

super quibiis corpus dato tempore ex A ad horizontalem BG pervenit; facto 

* 1 

enim w<y Hnea AMG fit brevier. 

SCHOLION 3 

326. Ceterum si detur unica curva AND desideratum emvam AAIG 
praeben.?, ex ea ipsa innumerabiles aliae poterunt inveuiri. Data enim unica 
aequatione inter g ot as capiatur 

P2^ ^ {m a — (w — - l)a!)0 
a ’ 

unde pro divorso ipsius m valore innumerabiles curvae orieiitur. Siraili 
modo poni etiam potest 

p^_ (woa?"— («> — 

' a«+^ ' 

fit enim si =>yb, si ponatur a!=o. Atque generalitor, si fuerit P 

functio quaccunque ipsarum as ot g, A vero eadem functio, quae prodit facto 
a; = a et g^Yb, accipi poterit 

A 

Debebit autem P talis esse functio, ut Pg evanescat facto a; = 0 et .«f = 0, et 
diff. PN divisum per das debet esse quaiititas afflrmativa, saltern quamdiu est 
as < a. 

. IiiiONiuuin Eulkri Opera omnia ITs Meolinuica 
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SOHOLION 4 


327. Simili modo problema generalissime solvoini’, hj dosignaiilx^ P qninn- 
cimque functionem ipsius x evanescentem, ai ost «;»-=(), ol, A ('am (piaiiti- 
tatem, in quara abii P, si fit a; — a, siunaiur 


z = 


pyi) 

"A 


pro generalissima aeqnatione cuvvae AND. 8ii doiiulo dl> ■ Qdn\ (bdndnii Q 
esse quantitas affirmativa, quamdiu a; non suporaL a; orikj>' . iiX(|im liiiM’, 

quae est generaUssima aequatio pro curvis AMO, (piao omnoH a (!(.i-])()r.' 
descendente proposito tempore absolventur. Apparot lioe moilo ourvuw i.nui- 
scendentes quoque in locum curvarum AND subHiitui posso, quibim (mHibim 
ternpus, quo quaevis curvae AMQ portio absolvitur, algobrai(!o non potonl, 
definiri. Si QYghx ponatur -P, erit 


y-j^Vi^Ali-Y Mi). 

Sumta ergo bco P quacunque functione ipsius a; ad iiivoiiiomlain A inl,()- 
gran debet ita ut evauescat posito a; = 0; doiiidn jioni ojun’lnl, a;. .//. 
et quod provenit, erit ^A. Hie vero boc iantuni ost luonoudimi, iit in-c» Ji 
affirmativa, quamdiu ® non oxcodit a, ot oavori deduct, nt» 
Jvgbx “ifinitum, si praescripto modo aecipiatnr. 




PKOBLEMA 

328. Posifa potentia soUicitante miformi Q ei uUmm r / 

nire mines emms AMG (Fig 41 n m\ JJ 7 

m noHzontem uiemtgue mclinatavi descendaf. 


Exprimat curvae ANJ) atmbVnln 7 ?t» j. 
rectam BG pertingit, et ducta^L- ni i ^ corpus ox A ail 

1 qmdvis punciiim 1/ i-ocLa AJQ puriillohi 
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rectae datae BC secante verfeicalem AB in Q exprimat applicata QN tempus, 
quo corpus partem AM percurrit. Quaro si inflnitae curvae AND con- 
cipiantur, quae omnes in B eandem 
habeant applicatam BB, hae omnes 
generabunt curvas AMC, super quibus 
corpus dato toinpore ab A ad rectam 
BG pervenit. Curvae autem AND, ut 
supra monitum, concurrero dobent in A 
cum verticali AB et usque ad D diver- 
gere debent ab AB. Ponatur nunc tan- 
gens auguli ABC ==Jc sitque AP^^^x, 

PM = y, A Q === u, QN = t et AB = a ; 
erit PQ<=-^^ ideoque 



41 . 


^ + f = 


Quia autem celoritas in M debita est altitudini yx, erit tempus per AM 


JY(^A 


\/gx 

quod aeqnale esse debet ipsi QN = i', orit adeo 

) ot gxdf = dx^ -|- cl y\ 

Ygx 

At ob curvam ANT) datam dabitur t in u, et cum sit dabitur t 

per X (A y] quamobrem babobitur aeqnatio inter x q\> y pro curva quaesita 
AMG. Vol cum sit y = lcu — hx, erit 

gxdf=- (A* -|- 1) clx ^ — 21e^dttdx + /^*dw^ 

ex qua aequationo x per u invenire licebifc. Sit ad hoc di^pdv,, erit 

gx'p^du^= (/tf’-l- \)dx^~ tlc^dudx -\- 

atquo 


dx = 


h^du± y((g(jli^ + l)p^x — dvT) 


h^+l 

Curva igitur AND talis acoipi debet, nt ubique p maius sit quam 

It 

yyx{¥ + l) 
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1152—153 

Aequatio ilia autem ita debet integrari, ut facto m — 0 fiat a; — 0. Quo facto 
-quoque eruetur aequatio inter x et y pro curva quaoaita. Q. B. 1. 

COROLLAlilUM i 

329. Curva AMG tanget in A rectani AJS, si fit dy===0 posito = 0; 
turn vero debebit esse du~dx atque 1 = — /<!*)• Quaro lioc 

eveniefc, si fit — - facto a; = 0. Quia autem hoc casii cat y infiiiitios 
minor quam x, erit in ipso initio x = ^l; ox quo soqiiitur curvnni 
in A tangere verticaleni AJS, si fuerit y posito 


GOROLLARIUM 2 

330. Deinde curva AMO normalis erit in QM, si luorit 
seu dx = kdy = h\lu~~J<^dx sive Hoc voro evoniot, iibi orit 




bk 

9(kU-iy 


COEOLLARIUiVI 3 

331. In ipso puncio A expressio ppx vol flnitinn valovoin ouinquo 
maiorem quam habebit facto « = () vol infinite magnum. In poatorion^ 

casu erit dx = + codii, et cum sit du = dx-\~^^l\ oi’it dy --'hdx, Quibua 
casibus tangens curvao AMO in A parallola erit roctao liO^ 


EXEMPIiUM 

332. Sit curva ANI) parabola quaecunquo, ita lit sit 

2a|/M , 


erit 


dt- 


^ Va ’ 

adu , « 

et p=-,— , 


Vau 


Vffi 


unde habebitnr ista aequatio 


(/c® 4- l)dx — hHu « + *!?0 , 
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Huius aequationis integralis est 

C = (+ + l);i5 — (i + 1) » — VuY 

existente 

0:^4- ■|/(a* — 4(1 ~a®)7<;®) ^ «* — ]/(«* — 4(1 — 

3 3 

et 

2 , 2 Z? 

^ ^ flixque ^ 


[Si est a < 1, fit J5 et Mnc quoque q numerus positivua.] Oum igitur 
sit n numerus negativus, orit 

(7(+ y{a\k^ + 1) a? — Fw) + ^ (rh l/(F(F + 1) a; — k^u) + S VuY, 

ubi G denotat constantem, quae efliciat, ut posiio a; = 0 fiat n = 0. Mani- 
festum autem est, quaecunque fuerit constans, semper fieri ii = 0 posito 
33 = 0, excepto casu, quo ^ vel n evanosoit. A.i n evanescere non potest, 
^ vero ovanesoit casu, quo a = l; boc igitur casu debet osso C7==cv3 fietquo 

+ 1/(«®(F + 1) a3 — k^u) 4- a^Vu «« 0 

seu U’^OD et ?/ = 0; quaro satisfacit hoc casu recta vorticalis AB. Reliquis 
casibus vero ob G arbitrariam quantitatem ex unica curva AND innumera- 
biles curvae AMG inveniuntur. 

Unicus porro casus est seorsim tractandus, si J ■=> J5 seu 

TO F 

“ 4(r- «*) ’ 

turn enim erit 

existente 

, l/(«^(F + 1) iB — F«) 


Consequenter pro hoc casu babebitiir haec aequatio 

1) 0! - ?<!»») qp ~p~' ’ 


(7= 27(i/(F(F+ l)(»-k^ii) + 


ubi G quoque determinatione non opus habet. 
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[154—165 


Si esfc «>1, fit 5 et Wiic quoque ^ numerus negativus; turn ergo debet 
esse G — Hoc ergo casu erit vel 

jdy'tc ~V (k^(/c** ”!“ 1) 

BV« = V(cc\k^+l)x-7c‘u). 

Quae duae aequationes sunt pro lineis rectis certo modo inclinatis ot por A 
transenntibus haeqiie etiaia generaliter satisfaciunt. Ut si fuorit a = 1 , erit 
.4 = 1 efc ^ = 0 bincque bae aequationes 

u = x sen y = 0 et w = - = o; + sen a; == , 

It fv fv 

quae est linea recta perpendicularis in B O'; baec eniin a corpore oodeni tom- 
pore perciirritur quo verticabs AB. 

COEOLLAEIUM 4 

332 [a]*). Nisi igitur sit a = l vel a > 1, innumerabiles lineao cui'vae in- 
veniuntur probleniati satisfacientes; quae ergo omnes miuore tempore absol- 
veiitur qttam perpendicularis AB, 

COEOLLAEIUM 5 

333. Cum ergo ex unica curvaAlJVi) infinitae oriri queant ciirvae AMG, 
facile intelligitur infinities pliu-es curvas buic quaestioui sati.sfacero qiiam 
praecedenti. 

COEOLLAEIUM 6 

834. Si a < 1, efflci potest determinanda constanto G, ut ourva quaosita 
per datum puuetum rectae BG tranaeat. Deinde aliis assumendis curvis 
AND simili modo infinitae curvae poterunt inveniri, super quibua corpus 
non solum dato tempore ad reckm BG perveniat, sed ad qiiodvis in oa 
punctum datum G. 

SCHOLION 1 

335. In boc exemplo casus, quo a = 1, bis occurrit; prima enim vice 
bnea recta vertiealis tantum satisfaciens est inventa, altera vice praeter 


1) Bdiido prinoeps falso pro numero 333 iterat numerum 332, 


P. St. 
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hanc rectam alia inclinata, utroque tamen moclo eaclem aequatione general! 
siimus usi. Saeiiius autem iam Imiusmodi casus obligerunt, in quibns aequa- 
tiones diiferentiales continent in se aequaiiones integi’ales, quae nihilominus 
per iniegrationes non eruuntur. Ut in casu « = 1 haec habetnr aeqnatio 
clififeimtiaHs 

(¥ + i)dx—¥j^ ± du 

y{{¥ -\-i)cc— ¥u) y u 

quae integrata dat a; = «. Interim taiueii perspicuum est hanc aequaiionem 
h^u = + l)fl; in ilia quoque continori, etiamsi per integrationom non pro- 

cleat. Et hanc ob rein posterior aecpiatio integralis aeque satisfacit ac prior 
X = u, Hinc genoraliter colligere licofc aequationom differentialeni 

= Vdti., 

in qua T est talis functio ipsius t, quae evanescat iiosito ^ — 0, et. V functio 
quaocunque ipsius u, aequo comprohendere hanc integralem ^ = 0 ac hanc 

/■i‘ 

quae per integrationom elicitur. Plerumque qniclem casus ^ = 0, si t est 
simplex quantitas, nogligi potoist; at si t est quantitas coniposita ut in 
nostro casu, porporani omittitur. Siinilem casuin supra habuiinus § 300 in 
aequatione 

-dxVb 

y{¥h — &a!*— a^/Fdx) 

ubi observavimus aoquationem a in ea contineri, etiamsi iiitegratio 
nequidem possit perfici. Nam posito = ^ erit — dx = dt et 

y(cdb — hx^ — a^J' JPdx) 

erit functio ipsius quae fit = 0, si fit ^ = 0 sen aj = a; namque 
accipi iubebatur, ut ovanescat posito a? = o. Posita orgo hac : 
tione = T erit 



144 


TOMUS ALTER OAPDT II § 335-339 [16G— 167 

ex qua aequatione ergo tuto concludi licet satisfacere aequationom <5 = 0 sou 
ideoque problemati illi satisfacere circulum, ut ibi irmuimus (§ 303). 
Magis universalitor yero in liac aequatione Vdu = -y- , si T non evaiiGscit 
posito t — 0, coTuprehendetur ista aoquatio T~0, ox qua erit con- 
stant! quautitati ideoque dt^O. Unde iutelligitur T==0 contiiiori in aoqua- 
tione pi'oposita Mque bine, si t fuorit qiiantibas coinposita v. g. 

ex u et X, statim babetur aoquatio intcgralis per intcgrationoin vix oriioiida. 

SOHOLION 2 

336. Casus bic snperest, qui peculiarem rosolutionom roquirit, quando 
recta BG supra punctum A cum BA concurrit et quando ost pavallola. 
Considerabimus autera sequente pi’oblemate tantum casum, quo lit li 0 
parallela verticali AB ei in data distantia posita; ox quo simili inodo casuiu 
rectae BC utcunque inclinatao deducere licebit. 


FEOPOSITIO 37 

PTtOBLEMA 

337. SoUicitetur corpus perpehw deorsmn vi miifonni invenire curvas in- 
mmeraiiles, super quihns corpus ex A (Pig. 42) moimn a quiele incipieMh date 
tempore ad rectam verticalem BG perveniat. 


SOLUTIO 



Sit AMC curva quaocunquo quaositai'uin ot pro 
axe suinatur recta vorticalis AB; dicatui* A.I* x, 
PM=AQ = y] erit celoritas in M dobita altitudiiii (jx 
et tempus per AM 



Sit porro AND curva, cuius quaevis applicata QN ox- 
priinat tempus per AM, et sit QN^’t funetioiii ipsius y; 
potent ox curva AN!) data curva AMG invoniri. Qimro 
si inflnitae curvae AND concipiantur, qimo oinnos 
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in E communera habeant applicatam EE, omnes producent curvas AMG, 
super quibus corpus dato tempore per EE expresso ex A ad GE perveniet, 
Erit itaque 


et posito (U=pdy erit 



y {dx^ + dy^) 
Ygx 


gjYxdy^ = dx^ + dnf aiqiie dx = dy y(gp^x — 1) . 


Quae ita integrata, ut posito x = 0 fiat y~0, dabit curvas AMG quaesitas. 
Sit It fuuctio quaecuuque ipsius y et J'Rdy ita capiatur, ut evanescat 
posito «/ = 0. Turn flat j'jldy = A posito y = AE = a ot existente 
EE—Vh sumatur 

. ybjRdy, 


erit 


p = atque dx == ^-y(gbM^x — A^). 


Quao aoquatio, quicquid pro E substituatur, dabit innumeras curvas quaesito 
satisracientes. Q. E. I. 


COROLLIEIUM 1 

338. Casus ergo habetur simplicissimus, si fuerit iJ = 1; turn enim 
aequatio soparabilis prodit. Erit vero t ==> ob A => a, Hauc ob rem fit 

^g,y atque VCghx — a^) = y. 
y(ghx-a^) J J 

Qui autom nullius est utilitatis ob valorem ipsius y imaginarium. 

COKOLLABIUM 2 

339. Quia autem y(ghB^x — A^ non potest esse quantitas imaerinnrin 

A ® 

oportet sit E^x > ^ , etiamsi aj = 0. Quare E neque quantitas cc 

potest neque functio ipsius y, quae evanescat facto 2/ == 0. Ham 

tails esse debet functio ipsius y, quae flat ===> co, si ponatnr 

tamen eiusmodi esse debet, ut J‘Edy non fiat inflniti 

esset E — ~ vel 4 etc. 

V y 

LiJONiiAiiDi Euleri Opera omnia II 9 Mocbanioa 
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EXEMPLUM 

340. Pouainus ergo esse E. — —: erifc 

^ yy 

J'jtdy^'iVy et J. = 2V’a. 
Hinc habebitnr ista aequatio 

2Ucoyay = dyV(ghx — 4ay). , 

Quae aequatio quia est homogenea, ponatur x = qy, erit 
2qdyVa ■\-2ydqy'a’= dyViy'bq-' 4a) 


seu 


dq 




yiffhq—ia)-- 2qya Sj/l/a 

Posito §^ — n efc y(nq — 1) = r erit 


■2rdr 


(ly 

y r® — «r + 1 

Quae posterior formula a quadratura eirculi peudebit, si n <2. 

Altero vero casu n> 2 erit iutegrale‘) 

Quae ob 

„ _■ V(n!e~y) 

w 

abit m hanc 

0(2/(»fl5 — y) - {n — /(n® — 4)) /y) iV--*) ’ 

M hV'(il*-4 ) 

’={2y{m-y)-{n^y{n^-4))yy) . 

Ubi pro G constantein quamcuuque accipere licet, quia ipsa aequatio ita ost 
comparata, ut posito a;=0 fiat y=0. Per metbodum autem supra tradiiam 
(§ 335) ex aequatione differentiali statim habetur baec integralis 

2qya~y(iyhq 4a) seu 2xya = y{^hs>y — 4ayy), 


1) Editio prineeps: Hoc vero mu erit inUgrdle Ooraexit P. St, 
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unde oi'itur 


X 8 a 


quae dat duas liueas rectas, nisi sit yl) < 8a, quo casu aequatio ost imagi- 
naria. 

In casu, quo w = 2, orit 


unde fit 


ly = — 2Z (y (2 !i: — y) — Vy) -\-'2l]/y -7— — — — -j- ~\-lG 

y{^x~-y)~Yy 


sen 




Vv 


y{2x — y)-yy 


Ubi etiam pro G quantitatem quamcunque accipere licet. 

Si « < 2, turn constructio curvae partim a logarithmis, partira a qua- 
dratura circuli pendet; fiunt onina ob — 4) iraagiuarium logarithrai in- 
venti imaginarii. Hoc igitur casu oxpedit constructionein perlicere prae ex- 
pressione analytica. 


PROPOSITIO 38 

PEOBLEMA 

341. Sollicitetur corpus pcrpetuo deorsum vi unifot'ini g dataque sit curva 
quaecunque BSG (Pig. 43, p. 148); invenire omnes curvas AMG, super quihus 
corpus descendendo eoo J dato tempore ad curvcmi BSG perveniai. 

SOLUTIO 

Sit curvarum quaesitanim quaecunque AMG, per cuius quodvis puiic- 
tum M ducatur curva MQ similis curvao BSG respectu puncti fixi A, et 
exprimat curvao ANB applicata NQ tenipus per ai’cum AM] exponet ergo 
applicata BB tempus per totam curvam AMG. Quo facto poterit vicissim 
ex data curva ANB curva AMG inveniri. Quare si infinitae curvae ANB 
concipiantur, quae omnes in B liabeant applicatam BB communem, eae ge- 

19 * 
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TOMUS ALTER CAPUT II § 341—344 


nerabuut infiuitas curvas AMG, super quibus omnibus corpus ex A tloscen- 
dcndo dato tempore per JBD expresso ad curvam pervemai Sit niuic 



AB~a, BD^Yb et arcui QM abscindatur arcus similis JBS ox curva data 
BSC; erit 

AQ:AB^PM‘.It8^AP:AB=PQiB:n. 

Ponatur porro AP=x, PM^y, AQ<==‘U, QN==t, AXi’===r, B8=S', 
dabitur ob curvam B8G datam aequatio inter r et & atque ob curvaui AND 
datam dabitur aequatio inter t et At ob siinilitudinem orib 


unde erit 





et X 


ur 

a 


Oeleritas deinde corporis in M debita est altitudini gx, ox qua tempus por 
AM erit 



quod aeqnale poni debet ipsi t\ unde oritur ista aequatio 

gxAt^ = dx^ -f* ^y^- 

Quia autein t per w datur, sit dt—pdu et p sit functio ipsius u\ atque ob 




uds -|- sdu 


a 


et dy 


a 
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trausibit ilia aequatio in hanc 

garup^du^ = (tidr -|- rduf (uds-{- sdu)^. 

At quia curva B8G clatur, erit s functio ipsius r sitque ds = qdr existente 
q functioue ipsius r quacunque. His siibstitutis habebitur aequatio inter u 
et r ista 

garup^du^ = (udr + rduy + (uqdr + sduy. 

Quae radice quadrata extracta dat 

(ir ~ r —■ sq -j^yi^rsQ— ^ + garup^il -{■ gq)) 

du w(l + qq) 


Ex qua si aequatio inter r Qi u inveniatur, inde liabebitur simnl aequatio 
inter x et y pro curva quaesita. 

Quod autom ad curvam ANB attinet, sit P functio quaecunque ipsius n 

et J'Pdu ita integratum, ut evanescat facto « = 0 et fiat = A posito 

turn sumatur , * 

^ _ ]/&/Pdu 


pro aequatione curvae ANB. 


Erit ergo 



ubi pro P functionom quamvis ipsius « ponere licet. Q. E. I. 


COROLLAEIUM 1 

342. Si u ponatur == 0, eo ipso quoque x y evanesount, nisi forte 
fiat r vel s infinitum. Illo igitur casu in integrationo aequationis differen- 
tialis inventae constantem quamcunque adders licet, quia non opus eat, ut 
r datum habeat valorem, si u fit =0. 


COROLLAEIUM 2 

343. Turn igitur ob constantem arbitrariam addendam ex unica curva 
ANB data imiumerabiles inveniuntur curvae AMG qnaesito satisfacientes. 

COROLLAEIUM 3 

344. Si curva BSG ita est comparata, ut nusquam neque r neque s 
fieri queat infinite magnum, semper unica curva ANB infinitas dabit curvas 
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quaesitas AMC. Quae non solum hanc habebunt proprietatem, ut corpora 
super iis desceuclentia simul ad datain BSG perveniant, sed quoque aimul 
ad quamvis datae similem curvam QM pertingeui. 


COEOLLARIUM 4 

345. Cum igifcur in integratione aequationia inventae constaniom quam- 
cunque addere liceat, ea ita poterit assumi, ut curva AMO ad datum pun- 
ctum G ciirvae datae 13 SC dirigatur. Hocque modo inflnitae ciirvae AMG 
poteriint inveniri, quae omnes in dato puncto G convoniant. 


SCHOLION 1 

346. Posuimus curvas QM. similes cui’vae BSG, ut curva ipsa in A 
erecta flat infinite parva et omnia puncta curvae BSG in A convoniant et co 
et y evanescant posito « — 0. Potuissemus autem eodem modo curvas Q]\r 
vel cum BSG congruentes ponere vel discrepantes lege quacuiupio, Ut sit Q 
functio ipsius w quaecunque evauescens posito « =■ 0 abeatquo ea in B 
facto curva QM ita pendere poterit a curva BSG, ut sit 


namque facto tt~a curva QM transibit in ipsam BSG ot in A curva in pim- 
ctum transibit, nisi curva BSG in infinitum progrediatur. At otiam hoc casu 
pro Q talis accipi poterit functio, at, etiamsi flat r = co, tamoii Qr et <?s 
flat =0, si «=0. Posito autem dQ-==Vclu habebitur aequa,tio gonoralis 
sequens 

Qdr{l + qq) + rdu{r + sq) = — (Fs — Frj)'). 

Quae aequatio latissime patet et ex unica curva AND infinite infiiiitas 
curvas AMG suggeret, quin etiam inflnitas suppeditabit, quae per datum 
punctum 0 transeunt. 


SOHOLION 2 

347. Quantumvis generalis autem est haec aequatio, tamon curva QM 
esb similis curvae BSG, quia est a>'.y=:r:s. Quare adliuc genoralior solutio 
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poterit exhiberi, in qua curvao QM utcunque dissimiles ponuntur curvae 
BSC, eiusmodi tamen, ut QM in BSG abeant facto u = a. Obtinebitnr 
vero baec soiiitio, si B sumatur functio quaecunque ipsius u evanescens facto 
u — 0 abeatque B in J) posito u = a sitque dB = Wdu. Sumatur enim 


X ■■ 


B 


et 


J?s. 

y— 


abibit x in r et y in si fiat u — a, atque evanesceute u tarn x quam y 
evanescent, quicquid sit r. Hinc autem sequens oiietur aequatio generalissima 

dr{l)‘^Q^^B^B\^) + du{JT-QVf -j- B^BWg^s) 

_ + auy{&P.9ii^VtEEf) _ 

In bac acquatione loco dr introduci potest ds ponendo y loco dr, vel etiam 

li do 

loco r jDotorit x introduci ponendo loco r eius valorem et turn habebitur 
aequatio inter u et x. Notandum autem est, quia Q evanescit facto u = 0, 
P talem esse deboro fimciionem ipsius u, ut P^Q posito w = 0 vel fiat quan- 
titas Anita vol infinite magna; at tamen cavendum est, ne J'Pdii debito 
modo sumtum flat infinite magnum. 


COKOLLARIUM 5 


348, Aequatio in solutione inventa fit separabilis, si fuerit P=“; erit 
J. = 2 /o et n = — • Habebitur enim 

du dr(l -l-gg) . 

** ~r-sq± ]/ (^“"(1 + ? ff) - (s - nY) 

I 

dantur enim s ei, q per r. 


COBOLLAiaUM 6 

349. Simili modo aequatio scholii 1 separationem admittet, si fuerit 
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[165-166 


Habebitur enim 


dr{l + qq) 


Vdu (IQ 


in qua indeterminatae et »■ sunt a se invicem separatae. 




BXEMPLUM 1 

350. Manente seu J‘Pdu=‘ 'i'VQ ob Vdii-^^dQ, erit facto 

n^a A^iVS. Unde fit 


dQ 


dr(l+qq) 


Habebit ergo J'Pdu requisitam proprietatem, ut evanescat facto » = 0; ova- 
nescit eiiim Q. Sit nunc curva BSG circulus super diametro AB deacrip- 
tus; erit 


atque 


s = y{ar — r*) et q ■■ 




a — 2r 


2]/(ar — r®) 


4(ar — r*)’ 

bis valoribus loco s et 2 substitutis prodibit ista aequatio 

^ adr 

Q (— 2l/(o)'— rr) ± y(jjhr— 4j’“))'|/(ar — r®) 

Quae aequatio non solum indeterminatas a se invicem habet separatas, sod 
etiam generalitei' per logarithmos integrari potest; potest enim in aoquatione 


adr 




Q — 2 ar 4 2 r * ± r ■)/((/& — 4r) (a — r) 

membrum irrationale rationale effici. Prodibit autem integralis baec 

I Q ^ 4a ^ 2y{a-r)Ty(gh-ir) ygal ^ ya(0h-ir) + ygh{a~r) , 
4:a — gl) 4a— ^6 
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Notari bic convenit casnm, quo 

()1> == 4« sen Vl> = , 

Vn 


quo teinpus per quanivis curvatn yllfC' aeiiuale pnuitur tempori desoeuaiia 
per rectcim vevijcalem AB\ turn enim eril 


dQ 
Q “ 


adr 


- 2(ar - r*) ± 2(ctr ~ r^) 

Si igiiur aiguuui -|- valeat, evil (/r == 0 el r == const. = c, untie fit 

s — y(«c — c^) 

a' : I/ = ]/c : |/(« — e) sen y Yc == a;y(« — c) , 


el 


quao aequalio oiiines tlai cbortlas in hoc semicirculo ex A duclas, quomatl- 
inoclum iain tlemonsti-avimus \% 102] teinpora per singulas cliordas esse inter 
se aequalia. Valeat signtim — , evil 




\dq 

_ — adi' 



Q 

ar — rr 

atque bine 





(] 

1-' = 

r G' 

gA]-] . _ — ^ ^ 



a ~ r 

a — T 

Evil ergo 






Q = 

ovy-^i 

atque nb s = 

J 

II 

babebituv 



Gr 


ei = 


oliininala ergo r pvotUbil ista aequatio (posilo j' 

+ »* = ma Yxy- 

ITae ei'go curvae banc babent proprietalem, ut arcus eariun a semicirculo 
abscissi absolvaiitnr descenclendo eodem leinpove, eo scilicet tempore, quo 
singnlae semicirculi chordae percuiTimtu]*, 


Lkonhaudi EuLism Opeiib omuin; II a Meehanica 
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1167—168 


m 


COKOLLAEIUM 7 

351, lluiiis autein ciu’vae, cuius aequaiio est 
-j- a;® = maVii'y, 

figiira psi AM FA {Fig. 44); habet niuiirum diainotruia AJ*' 
cum verticali AF angiilum somiroctum consiiiuontom ct in 
A uoclum. Al vero omnes Iiae cnrvae sunt iiitor se siniib^s 
el omue.s ad oniues circulos accoramodari possuui. 

OOllOLLAEIUM 8 

352. Si ergo in liac curva sumatur quodcunque puiicfciun M ot per lioc 
efc A circulus transiens concipiatur centrum liabens in verticali AF, cor])us 
arcum AM eodem tempore percurret, quo diametrum circuli seu quo chordsun 
AM. Qiiare haec curva banc liabet ju’oprietatem, ut quivis arcus AW ii 
corpoi'p ex A do.scendente absolvatur eodom tempore, quo snl)tensa yiJW. 

COROLLARIUM 9 

353. Hoc ergo casu, quo F^Q=V^ f§ 349J, porinde est, .siv (3 sit 

sive secus, eadem euim prodit aequatio inter co et uti tain ('x (3xom])l(> 
lioc quam ex aequatioue intelligitur. 


A 



Fig. n. 


EXEMPLUM 2 

354. Manente ut sit 


Q ' 


d»-(l + j2) 


-r~sq±y ^qq)-{s~rqy) 

sit curva B8G circulus centre A i-adio AB^a descriptus; erit 

s = l/(a^-y«) 


et 


7== 


“‘I* 


a" — 
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i5ri 


Quibus subsiituiiw prodiliit sequens aequatio 

(IQ _ 

nbi (jh mains osse debei quam 4a, quia r non excedevc potest «. Hiuc 
statim illc radius iniiotescii, qui quaesito satisfacit, ponendo 


quo casu orit 
Unde erit 


qhr 2 4 a® 

— sen f==~j- 

4 <jy 


s = 


IGa®) 




quae osL iangens aiignli illius radii, super quo corpus dato temimre Vb ad 
poripheriam porvonit, cum veidicali AB. Curvae praeierea algebraicae non 
dantnr, quia formula difForoniialis non efftci potest rationalis. 


EXEMPLUM 3 

355. 8umta aoquatioiio genoralissima ex § 347 ponabur liuea BSO recta 
bomontalis; liet r = a et dr^O. Hauc ob rem loco dr introducatur 
eius valm* ubi (j orit inJinito magnum. Deletis ergo terminis, qui prae 
evanoscunt, provoniet ista aequatio 

ABMds -I- A B Wsdti = ± Bdu ]/(gBahP^ Q ~ r). 

Qiuie aequatio ob Wdu^dJl ot F, Q et V data per « integrationem ad- 
mittit. Erit iiompe 

y± I'duVif/JiarQ-AVn 

Ex qua aoquatione o)‘gu invouitur s. Eeiudo, cum sit y — , at y evaiiescero 

debeat facto tt = 0, dobobit osso 0-0. si quidem integrale 


j'du y{gBabF' Q — -rPa' F') 


20 » 
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[169—170 


ifcn sumalur, iit evanescat posito « = 0. Turn ergo erit 

ot y^j^fduy(gTUthPU^~J'^an^% 

(^uae esL aequalio geiieralis pro omnibus curvis, super quibus corpus ex A 
acl horizoiitalem datam descendit. 


EXEMPLUM i 

356. 'J’eneatur aequatio generalisaima supra inveiiba (§ 3d7) et pouafcur 
linea BSG recta verticalis parallela ipsi AB et ad distantiam f ab ea posita; 
erit s = /* et «/ = 0. Quare habebitiir ista aequatio 

AB Qdr + ABrtl Q=^± duViijBB'^hPHB- - A^B'^T W'). 

Cum autera sit Qr Bx, hoc substitute prodibit 

A Bdx -= + du B^x - A^f PP), 

uude iiiveuto x erit 



At quia in ilia aeqimtioue indeterminatae x et « non sunt a se inviconi sepa- 
ratae, non multum ex ea derivare licet. 

SCJ-IOLION 3 

357. Ex generali huius problematis solutione, quando unica curva jLNI) 
infinibas dat curvas AMG, colligere licet solutionem huins problematis, quo 
iufinitae requirunlur curvae, super quibus omnibus corpus ox A ad datum 
piinctum perveuit. Quaelibet enim curva ANB unam dabit curvam per 
datum pimctum curvae BSO transeuntem hoeque modo innumerabiles huims- 
modi curvae obtinebunlur. Sed cum hoc modo solutio nimis esset difflcilis 
et operosa, aliam gemiinam magis afFerre convenit. Modus autem, quo utemur, 
ita est comparatus, ut unam curvam iam nosse oporteat, ex qua innumera- 
biles deducere docebimus. Haec ergo curva, quae nota esse debet, ex alter- 
utra traditariim methodo eliciatur, ut ex § 350, ubi curva per quodvis punc- 
bum semicirculi ti’ansiens inveniri potest date tempore describenda. 
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PKOPOSITIO 39 

PROBLEMA 

358. SoUiciteku' corpus perpetm dcorsiun vi unifornii <j dalaquc sit curva 
AMG (Pig. 45), super qua corpus ex jL ad punctum datum G pervenit; imenire 
otnnes curvas ANG, super quibus corpus eodem tempore ad punctum G ex A 
descendit, 

SOLUTIO 

Suinta voi'bicali AB pro axe ommum ciirvarnm sit cnrvao dabae AMG 
abscissa AP = i, applicata BM=u siiquo curva ANG una quaesilarum; 
capiatur in ea arcus AN, qui eodem 
tempore absolvatur quo arcus AM] 
iungantur puucta M at N recta MN 
et construatur curva ALB talis, ut 
ai)plicata PL aequalis sit rectae MN, 

Haee ergo curva ALB occurrot axi 
AB in punctis ^ et J?; nam incidento 
pimcto Jf in ^ punctum N quoquo 
in A incidet et posito M in G pun- 
ctum N quoque erit in C, quia arcus 
AMG et ANG eodem tempore per- 
curri ponuntur. Jntelligitui' autem ex curva ALB iuvoniri posse ciirvam 
ANG] quare si indnitae buiusmodi curvao ALB concipiantui’ in A oti B iu- 
cidentes in AB, oarum quaeque dabit curvam A N G hocque modo inuumera- 
biles prodibunt cnvvne ANG qnaesito satisfacientos. Sit nuiic BL—r] erit r 
tunctio quaedam ipsius AP^^^t] curvao autem ANU ponatur abscissa AQ x 
oi QN^y, His positis erit 

MN = |/((» - ty + (w - yf) = r 

idooque 

+ — (x — tf) . 

Porro, quia tompus per ylJif aequale ponitur tempori per AN, erit 

\/(dfi -I- _ r y((]x^ + dy^) 

V<jt ^ Vgx 

xdB -\- xdii^ — tdx^ + tdif. 



A 



seu 
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Esfc autom 


dy = dti; 


{rdr — xdx -|- Idx + xdt — Id l) 


Sib du—pdt eb dr—ydt] ornnl. r, p ci q funciiones ipsiua t\ poiiakir porro 
brovitatis gratia x~ I ~ fs sou a' = orit 


dy ^pdt + 


(qrAl—ads 


eb 


_yrf(.+ *■ + util + ,w+ 


]Imc obbinetur ista aequatio 


r^—s^ 




ox qua g ot t cloierminotuv; liabobitni’ iioquablo intor a ot y. Quo auboin 
apparoat, cuiusmodi funcbio ipsius f- loco r doboab acoipi, ufr r ovauescat 
lam piosibo i =» 0 cpiam t =• tI J? = ft, sib I* funcbio quaecunquo ipsius t ova- 
noscGus pOBito i! = 0 ot Q sii; otiain balis funcbio ovanoscons posito / — 0; 
abeat voro in J, si (iab <==■«; potorib orgo poni r=I‘(J — ()). llocquo 
valoro subsiibiito quicqnid loco ,7’ ot Q snbsbibnabur, haboliibur aoquatio pro 
ciu'vis quaosiiis, Q. B. I. 


SOHOblON J 

359. Ex hac quideni aoquabiono maximo iiibiicaba parnni eonolucli pobcst 
ad propositum, otiamsi haoc melhodua gonuina oaso vidoabur. Saopo autoin 
aequatio invoiiba ad absurdum cloducoro dobob, ub si cnrva data yi J)f 6' fuerit 
liiioa brovissimi dosconsus, quo casii non dari pobesb alia ciirva, super qua 
dosconsua iial oodom tomporo. Ad nostrum ergo insbitutum conveniens 
vidotur do linois celerami dosconsus bracbare oaquo problemaba roaolvore, in 
qiiibus inter oinnos ciirvas vol oiusdem longituclinis vol aiiam jiropriobabetii 
communem habeubos ea qnaoribur, quao minimo bompore absolvabur, atque 
otiam quomadmodum inter omncs linoas, super quibiis descensus lit eodeni 
tempore, oa sib invenionda, quao data quapiani proprietate sit praedita. 
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Etiamsi enina diflicillinmm sit omnes lineas idem descensus tempus habentes 
oxliibore, tamon ox iis quaolibet potest inveniri ex proprietate, quam prae 
reliquis omnibus possidet. Eequiritur autem ad liauc rem pertractandam 
nietiiodus isopevimetricorum, quam ut passim cxpositam hie non explicabimus. 


SCHOLION 2 


3G0. 
Erat ibi 


Huius autem problematis solutio per § 348 sequenti modo habetur. 

du dr{l-\-q^ 

« - r - sg ± ;/ + qq) - (s 


Sit pimctuin C (Fig. 43, p. 148), ad quod omnes curvae convenire debent, poua- 
turque AE^^f et EG^h] si ergo lit /• = /’, iieii debet s = h. M hoc sit 6' 
functio quaecuuquo ipsius r, quae abeat in F posito }•==/’, quo facto pouatur 


s = 


Sh 

F 


Siil^atituatur Me valor in super! ore aoqnatione eaque ita integretur, ut posito 
= Hal r^f. Doindo ox ea aequatione prodibit aequatio inter coordinatas 
ciivvao quaesitao AJIIO, nompo AF^x et PM=y, ex eo, quod est 


Atque avbitrarius valor ipsius S dabit infinitas curvas AMO puncta A al 0 
iuiigentes et supoi* quibus corpus descendens tempore date -=yi> perveniei 
ox A ad G. Sit autem d8=Tdr; erit g = y- atque 


du^ _ _ _ dr{F^ + h^T^) 

~ + h^'^) - (FhS - FhTrf) 


^ dr(F^ + hn’^) 

« __ jp^r - hh^T± F )/ (^- (P* + - (hS-hTry) 


Quao aequatio ita integreinr, ut posito « = « fiat r^f', quo facto ponatur 

atque babobitur aequatio inter a; et y pro inflnitis curvis AMG quaesito 
satisfacientibus. 
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PROPOSITIO 40 

PSOBLEMA 

3G1. Jiiv&nire legem generakm, secimdum quuM ciirva clisposUa esse debet, uf- 
corpus sttrper ea descetidens ciiissme pervcniat ad (jtiodvis carvae jnmctnm. 

SOLUTIO 

Sit AM (J (Pig. 46) cnvva Iniiuamodi, snpev qua. corpus ox A n,d 0 iein- 
poro breviore perveniat quain super quavis alia curva per puncta A ei C 

transeunie. Smutis ergo in oa diiobus 
quibusque [punctis] M et /n curva inter 
ea iutercepta ita debet esse comparatu, 
lit corpus in inotii sue per AJ\I G arcuin 
inter M et /.(’ interceptuin breviore tem- 
pore absolvat qitam queinvis alium, si 
esset intorceptus. Sint nunc puncta JIZ 
et /n proxima iuncta duobus olemeutis 
Mm, nifi, eb debebit tempus per MmjU' 
esse minimum seu per rogulas metliodi 
maximorum et minimoruin aeqiiale tom- 
pori per elementa proxima Mn, np. 
Biicantur ad axem AP applicatae MP, 
mp, fjrTi suratisquo olementis Pp, pn inter 
se aoqualibus seu quoqiie MG = mid et pm, si opus est, ad n producta 
erit mn infinite parvmn respectu olenientornm Mm et mp. Debebit orgo esse 

t.mp = t.Mn t.npl) 

Sit coleritas, quam corpus in 3£ habet, clebita altitudini v, qua ergo tam 
elementuin Mm quaiii 3£n percuiTet. Oeleritas autein, quam in m habebit, 
debita sit altitudini v -\- dn et coleritas, quam in n habebit, debita sit alti- 
tudini V + dn> ddw\ ilia autem celeritate percurret elementuin mp, liac vero 


1) Iao. Hermann, Phoronotnia, Aiustoloclumi 1716, p. 65: „Acl ctesigiiandum tompug, quo 
umiaquisquo motus absolvilnr, ulomur uoLa cbaractorialica lomporis t .spalio pevcuvso luit confi- 
oiendo pvaofigenda“. 1’. St. 


A 



175 — 176 ] 


DE MOTU I’UNOTI SUPER DATA LINBA IN VACUO 


elementum ufx, Hiiic ergo habebitiu- ista aequatio 

TIT.*. -nr 

_ nil 

y-o ' y{v + du) yv~^ y(y-\-du-\-ddiv)’ 

oai vero 


ddw 


y{v-]-(lu-\- ddw) y{v-\-du) 2(y + 

undo duciis centris J£ et {.i arculis mg et nli erit 


ng 


mil 


+ 


n(i • ddw 


Porro est 


Yv ]/(« + du) 2 (w + du)y{v -f du) 

1 du , 1 

et 


161 


Sdu 


Yiv-^dii) Y'o 2tJ')/« (u + <?»)]/(« + (Zm) d]/« 2v®]/t) 

Quibus, neglectis negligendis, substitutis oritur 

(jw h — ng) — mh 'dii — n/x < ddto =mh‘ du — 3fm • d dw. 


JOst vero propter triangula similia nmy, mMG et nmh, i.mE, ut sequitur^ 


ng : mn = mQ‘. mM 
oti 

mil : mn = /nTf: m/x 

Qiuimobrem erit 


sou 


ng = 


m Q • mn 
Mm 


SGU mh 


gS ■ mn 
m^i 


2v(-& - 

\Wfi 3lm/ 


mG-du Mm 'ddw „ ^^<3^ 

= 2 i;diff. -ij — 

Mm mn Mm 


Quae aequatio est bomogeiiea et determinat naturam curvae AMG 
hrachgstoclironae vocatae, super qua corpus tempore brevissimo ex A ad 0 
pervenit. Q. JL. 1. 


erit 


COEOLLARIUM 1 

362. Si ergo dicatur 

mG^dy et Mm^y{dx^ + dy^)=^ds, 


JAfi dy ddy et m/x^^ds -{• dds. 

LtJOiiiiARDi 33uiiKiit Opovfb omnin II a Mechanioa 


21 
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His substitutis babebitur 

(iy dydu dsddw 

■ ds ds mn 

111 qua si ex potentiis sollicitantibus determineutur v, clu el dcho, habobittir 
aequatio pro curva brachystochrona. At semper ihhv ita involvet mn, nl 
mn ex calculo excedat. 


GOROLLAEIUM 2 


363. Sit radius osciili curvae Mm/x == r; isque in plagam aversam 
ab axe AF directus erit 


ssss • 

dxddy ’ 

at est 


Quare erit 


, dy _dsddy — dydds 
^’ds ds> 


hiuc pro dibit ista aequatio 


^ dy^dx , 
' ds r ’ 


dx‘ddy 
~~ds^ ' 


2vd x dydu dsddw 

r ds mn 


Ubi notandum eat esse vim centrifugam, qua curva in M secundum noi’- 
malem ad curvam premitur. 


COROLLARIUM 3 

364. Si ex potentiis sollicitantibus fluat 

dv = Pdx -f Qdy -f JRds, 
erit 

du ^ Pdx Qdy Bds et ddto=^ Q-mn-[- U-ng, 

quia puncto m in n translate crescit dy particula mn ot ds parfcicula ng. 
Quia autem est ng = -^^jP, erit 

ddw Q _ Bdy 

quibus substitutis babebitur ista aequatio 
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SCHOLION 1 

365. Ex solutione intelligitur forinulam inventam latissime patere atqufi ad 
potentias sollicitantes quascunque extendi, etiain resistentia non excepta. 
Quaecunque enim fnerint potentiae sollicitantes, determinari pote.st tarn dn 
quain dclw, qni valores substitnti dabunt aequationem pro brachystochrona 
quaeaita. Attamen liaec tantum locum habent, si potentiarum directiones 
siiit in eodem piano; curva enim inventa est in eodem piano sita. Niliilo 
tainon minus, si potentiae non fuerint in eodem piano, curva brachystochrona 
in dato piano ope formulae huius poterit inveniri. In quolibet enim piano 
date peculiaris erit curva brachystochrona, quaecunque fuerint potentiae 
sollicitantes. Alia vero quaestio est, si quaeratur linea brachystochrona inter 
omnes omnino lineas data duo puncta iungentes, etiam non in uno piano 
sitas. Quoties vero potentiarum sollicitantium directiones in eodem piano 
sunt positae, dubium non est lineam brachystochronam in eodem positani esse 
piano. Nam si curvae non essent in eodem piano, potentiae oblique agerent 
ei x>i’optorea corpus non tantum, quantum fieri potest, accelerarent. Ex hac 
igitur solutione tain linea absolute brachystochrona, si potentiarum sollici- 
taniium directiones sunt in eodem piano, invenitur quam linea, quae in dato 
piano est brachystochrona, quaecunque fuerint potentiae sollicitantes. 


SCHOLION 2 

366. Quaestionem hanc de linea brachystochrona seu celerrimi descensus 
primus procluxit Cel. Ion. Bernoulli*) atque plures eius solutiones extant tarn 
in Act. Lips, quam Transactionibus Angl. et Comm. Acad. Paris, et 
alibi, ubi hoc probloma tarn in hypothesi potentiae sollicitantis deorsum di- 
rectae quam pro viribus centripetis solutum dedcrunt^). Nemo autem pro- 
blema fundamontale, quale hie dedimus, tarn late patens praemisit, ut ad 


1) Ion. BmiNOur.T.i, Curvatura radii in diapJianis non miifomibus soluHoqtie prohlmaiis ase 

in AoHs 1696, p. 269, proposiU de invmienda linea brachjstockrona, Acta eru . , P- » 

0mm omnia Tom. I p. Leitre de Mr. BERSoumi a Mr. Baseage, sur le piomne 

dcs isopMmitres, Histoiro des Ouvrages des S 9 avans, Paris 1697, p. 462; Opera mma 
Tom. I, p. 194; cc a donne Jusqu’id do solutions dcs promnes sur les ^so- 

p6rimiircs, Mdm. de I'acad. d. sc. de Paris 1718, p. 100; Opemonmia, Tom. II, p. 226. P.St. 

2) Vide notam 2 p. 167. P. St. 


21 * 
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poteniias quascunque et resisteiitiam etiam extendi posset. Smnserunt eniin 
ouines ddw<^0, quod semper perperam fit, nisi directio potentiae sit 3[G 
vel viK Et hanc ob rera Cel. Hebmannus cespitavit, dum tali propositione ad 
bracbystoclironas in medio resistente iiiYeniendas est usus in Comm. Acad. 
Petrop. A. 1727^); quasque correctas dedi in itsdein Comm. A. 1734^) ex hoc 
ipso problemate. 


PBOPOSITIO 41 

PROBLBMA 

367. Si corjyus perpetuo iharsum iraliatur vi qmcunque, invcnire Uneam Irachj- 
stocJironmn AMG (Fig. 46, p. 160), super qua corjms citissime ex A ad 0 descendit. 

SOLUTIO 

Positis AF = a, et area A3l=s sit vis, quae corpus in M 

deorsum urget, ’=P‘, orit J'Pdx hoc integrali ita accepto, ut evanescat 
posito jc = 0, si qnidem coiqms motum in A ex quiete inchoaro ponitur, 
atque dv — Pdx. Erit ergo 

du = Fdx dv et ddio = 0, 

quia du mvariatum inanet eunte m in n, Quocirca babebitur ista aequatio 

ds ds ^ 

cuius integralis ost 

= sen vds^^achff 
a ds ^ ' 

hiucque 

d(t>^ j^Pdeo = adif — difj Pd{c, 


1 ) Iao. Hbumann^ Tfieoria ffmcralis motmmif qui nascunhir a poteniiis quihiisvis in corpora 
mdesinenter agenfibus, Oommont, acad, sc, Potrop. 2 (1727), 1729, p. 139. P. St, 

2) L. EufiKm Oommoutatio 42 (indicis Ei^ESTROHJiUNi) : Be Vinca ederrimi descensus in 
7nedio quociinque resistente^ OominDiit, acad, sc, Potrop. 7 (1734/5), 1740, p* 136; LjsoNirARjii 
Buiehi Opera onmkii series I, voL 26» Vide etiam Oommentationein 66 (indicis Enhstroejiiani): 
Gurvanm nmmnti minknive qnvprieiate gaudenthm inventio nova et facilis, Comment, aoad, so, 
Petrop. 8 (1736), 1741, p, 172; JjEQNUAHDi Evimi Opera omnia^ series I, Tol, 26. P, St. 
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Qiiamobrem pro linca brachystochroiia quaesita habebifcur ista aequatio 


dxYfPd 
Yia-fPdx) 


in qua indotorminatae cc et y sunt a se invicem separatae. Curvae autem 
longituclo lial)efcnr ox liac aequationo 


Q. E. J. 


ds = - 


dxYa 

Yifl ~fPdx) 


COROLLAEIUM 1 

368. Ill yl igitiir, ubi celeritas corporis evanescit seu fit J'Pdx = 0, erit 
dy==0, seu taiigens curvae in A erit verticalis incidens in AP. At ubi lit 
J Pda> == a, ibi tangens curvae erit horizontalis. 


COROLLAUIUM 2 

36f). Quia ddw = 0 et du = Pdx, erit 

2t) _ Pdy 
r ds 

(§ 363). Est vero vis normaiis, qua curva in JIf secundum normalem 
versus axom A P ductam promitur. Consequenter vis normaiis est aequalis 
vi contrifugao oi in oaudem plagam teiidens. Quocirca linea bracliystocbrona 
lianc habeb propriotatom, ut iota pressio, qua curva preraitur, sit duplo maior 
quam vis normaiis sola. In sequentibus vero demonstrabimus banc proprie- 
iatem in omnibus linois brachystochronis sivo in vacuo sive in medio resistente 
locum habere. 


COROLLARIUM 3 

370. Propter arbiti-ariam a dantur iiifinitae curvae brachystochronae 
omnes in A initium habentes. Atque hac litera a effici potest, ut curva ex A 
per datum punctum 0 transeat, quae erit linea inter A et G, super qua 
tempus cst minimum. 
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COEOLLARIUM 4 


371, Quia cnrva AMG (Pig. 47) alicubi habot kiigontoiu liovizouiiilom, 
sit ea BG et iu G sumatiu’ alius axis vcrticalis GQ. Sit X, QM =.4 ,r 

et = jS; erit dX = —da', dY = — dy ot 
dS= — ds atque 

fPda' = a~fPdX 

integrali jPdX ita accopto, ut ovanoHOat jxiwitci 
X = 0. Ad himc ergo axom GQ si ourva rof(3mlini'» 
habebitur ista aequatio 

Fig. 47 . ^ 



.y dXVia-fPdX) 

yfFdX~~ 


sen 


dS^ 


dX \/a 
VfPdX 


COEOLLARIUM 5 

372. Hae ergo omnes curvae ad utramquo pavlein axis GQ duos arous 
habent similes et aequales. Simili modo ad utrainque partoin axis Ali oui'\'a 
aequaliter est disposita, Quamobrem buiusmodi ciirvao inlinitaH diauiol.i’DH 
habebuut inter se pavallelas et ad distantiam BG positas, nisi fovto pottuiiiiti 
sollicitans ita accipiatur, ut supra A sit nogativa, quo casu ciirva (JJifA 
sursum tendere poterit et partem concavam doorsum convovtori;. 


EXEMPLUM 1 

373. Sit potentia sollicitans uniformis sen P = .(p, orit f Pdst. ^ (tx\ 
unde loco a posito gb pro braebystoebrona iu bac potentiao sollicitantis liyp<t“ 
tbesi babebitur ista aequatio 


= ,4^“^ seu ds 
y{b-x) 

At si aequatio ad axem GQ referatur, erit 


Yih-xj 


clY— ^^y(b — X) 

Yx 


et dS 


dXYb 

~Yx"’ 


cuius integralis est S 2YbX. Ex qua aequatione patet curvam esso cyoloidom 
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super basi Iiorizontali a circulo cliametri h clescriptam et deorsum coiiversam, 
qnemaclmoduin hoc a Gel. Ion. Bernoulli ‘) aliisque eximiis geometris’) iam 
pridom est inventum. Si itaque dentur duo quaecunque puncta A et M, 
linea, super qua corpus ex A citissime ad M descendit, invenitur, si descri- 
batur cyclois cuspidem hi A ot basem horizontalem babens atque per punctum 
M transions; id quod ex eo, quod omnes cycloides sunt curvae similes, ex 
unica descripta cycloide facile efficitur. Tempus autem, quo corpus ex A ad 
M pertingit quodque est minimum, erii 


-I- 


dxYh 


ygipx — x^) 


oi curvae AM longitude erit 


Cum auieni sit 
orib iemims per AM 


J y{h-x) ^ ’ 

r -777^^' 

J y(bx — xx) 


2 y + — a!a;) 


arcui in circulo diamotri h, cuius sinus versus est == ducto in 




1) Vide nofcam 1 p. 163. P. St, 

2) G-. G. L[eibniz] , Commoiicaiio suae pariicr dmnmque alienaruw ad edendum siU pi- 
mum a Dn. To, Jiimmui.uo, deinde a Sn. Marcliione JIospitauo communicatamn sohiiiomm pro- 
Wematis curvae celerrimi descensus a Dn. Jo. Bkrhouiuo geomelris puUice inopositi, ma cumsoU- 
Hone SMo proUemaUs alterius db eodem postea proposiii, Acta orud. 1697, p. 201; Mathematisclie 
Schrifien, herausgegobon von 0, 1. GEiinAKD-r, 2. Abteilung, Band 1, Halle 1858, p. 301. 

Iao. B[kbnoulli], Sohiiio prohlemafum fmternorum . . . una cum propos'dione aliorum, Acta 

orud. 1697, p. 211; Opera, Genovae 1744, p. 768. 

G. DM i/Hospitatj, Solutio problematis de linea celerrimi descensus, Acta eru . , p. 

[I Newtoh], Epistola niissa ad praenobilem virum D. Caroluh Mostaoui:, in qua solmnlin 
duo prohlcmata malhemaiicis a lorumr. Bkrnovlijo math, eel proposita, Philosopbical trans- 
aotions (London) 1697, p. 384; Acta erud. 1697, p. 223; Op«ec«la, Tom. I, Lansannae et 

B. Saum, Analytical invesliyation of the curve of quiohest descent, Philosopbical trans 
1701, p. 746. P. St. 
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EXEMPLUM 2 


374. Si potenfcia sollicitaus P fuerifc ut potestas (juaecuuque abscissae (J Q, 


uempe P=^,-, exit 


X«+i 


Coasequontei' curva brachystocJirona AMO exprimetux hac aequatione 


ita ut sib 


x~ x'*'” 


l-n 


Quare si fuexit vel » = 1 vel «>1, curva GM exit inflnito magua sou ipsa 
recta BG. Cuspis autem cuxvae A seu locus, in. quo motus incipiL, habetut 
sumendo 

71+1 

Cg^BA=V(nA-l)af". 

Curvae prodibunt algebraicae, si fuerit 


denotante m miraerum iutegram affirmativum qiiemcunque. His igitur casibus 
exit n numerus negativus imitate miuor, ita tamen, ut « + 1 sit numerua 
affirmatiyus. Sit m = 1, exit « « Quare flet 


cuius integralis est 



Quae aequabio ab inatioiialitate liberata fit orclinis sexti, Siniili modo aliao 
iDvenientur, quae in cextis bypothesibus sunt bracbyslo- 
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SCHOLION 1 

375. Ex data probleinatis soluiione sequitur simul solutio probleinatis 
inversi, quo quaeritur poientia aolliciians deorsum directa talis, ut data 
curva sit bracbystocbrona. Debet autem haec curva in puncto infinio G 
babere tangoutem borizontaleni et alicubi in ubi ost motus initiiim, tan- 
gentem verticalein. Ut si fuerit aequatio pro curva data haec dY= JldX, erit 

Ii\ fPdX^ a —fPcl X atque fpd X =- . 

Unde invenitur 

~2altdJi _-2a^dYddY 
(E^ + lfdX~ ~ ■ 

Si ergo radius oscuU in M ponatur r, propter r = babebitur 

jj_ "ladY 
'^'TdS'' 


Quare probleraa hac unica solvetur aualogia: nt radius osculi curvae in M. 
ad lineain datani, ita sinus anguli, queui taiigens curvae in PI cum verticali 
facit, ad potentiam sollicitantein, quae quaeritur. AltiUido vero debita celeri- 
tati, quam corpus in PI habet, est 


a 


—fPdX 


AM-'i diS*’ 


ox quo sequitur celeritatem corporis esse illi ipsi sinui anguli, quoin tangens 
curvae cum verticali coustituit, proportionaleni. Ut si sit curva GMA cir- 
cuius radio c descriptus, erit r = c et 


ex quibus fit 


odX~XdX . cdX 

aY ^ --- . — atquo dP =-- — 

\/{ 2 c,X-XX) y{UX~XX) 

p 2<i{c—X) 2ii’AP 

e** CO 


Yis ergo corpus deorsum trabens proportionalis esso debet abscissae AP, cui 
otiam celeritas est proportionalis. 


lie 


Cjhonhakdi lilnLERi Opera omuia TI» Moohaiiica 
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TOMim ALTEll CAl'UT IT § 117(5-879 

HOIIOIJON 2 

37fj. fnvojita linoa timchyslodlivomi, jii-o Iiypoiliosi pol-cniiac soUicitaiiiis 
cleorsiim (.oiiclontis onlo roipiiroroL, iit liiioiis hriic-liyai/Odliroiuia in liypothosi 
viriuin coiitripotnrniii (lotoi’iniiiiivoimia. Ai propoHiiio rniiclamoiilalis (§ 361) 
ita esb coiiiparalii, ut oloinonta ourvao Mm (jL m/u. (I'’ig. 46, ]). JGO) arl axcin AP 
ei 01 ‘cliiialaa oi-Lhogoiialoa 71/ P, mp voJ'araJiLiir, quod ad cafiuin vlriuiii couiri- 
peUrnni non oomniodo quadral. VidoiiLiir (jnidoin oloiiuuiLa M6 oL mil ui 
couvei'goiiiia acl coukum viidiiin conHidoiuci ])osho; aod liio ipso ow'or, qui o\ 
hoc oritur, quod oloinenta Md ol, mU non ossoiit parallola, ut pruiiositio 
fuiulainonlalis roquirii, porporaiii uogligituv. Poi-spiouinu hoc roddi potost 
dclorininamlo radio osciili, qui, ui MU ot wJl ruoriut inter so parallola, oat 

• J\i 0 * (I* ) 

Mm 

quao auleni exprossio non locinn habot, si M (} ot m I! ad coiitriini virium 
convoi'giint. (hiaro ankoquain ad lirachystochronas iti hypotliosi virium contri- 
potavniu accodainus, ox jiropositiono ruiidiuiioiitali gonoraJom dorivabimns pro- 
priotatoin CLiiciinquo poloutiiwuiu solticitautiuiu liyjiotliosi acconimodatain. 
Ex quilais porspiciotur Ool IJmumannum in PItomiomuP) alioH(|uo, qui bracliy- 
stocliroiias pro vlrilnis coiitripotis dodorindP), osso docojitos, diini usi sunt priii- 
cipio cum voritato non coiisoutaiioo, ut iiuix iiidiciibitur. 

1‘ROFOBITIO 42 
'I'JIEOIIEMA 

877. Qitaecunque fmmit polmlkw mll'kiUmien, ca linea eril hruohfstoclirona, 
qumn corpus super ca motmn prmil vi duplo muiorc, quam cst vrl sola vis cenlri- 
fiKja wl sola vis mmialis, 

1) Tao, IIkhmasn, P/wromjnia, wi <le viribits d molibus eoiporuni soMonm ei jhiidomm, 

Atnstolodami 1710, p.81, V. St. 

2) loii. Waoiiih, Jnvenlio r.to'vue, quam corpm (lescemkns byevissimo (cntrorc dt'seribryei, nr- 
(fenle ui eorfrfijda ru! chUttm punchm (endenle, iiitac c, rescut vd (tecrcscdl htxlu ijiiamvis potentiam 
distantiac a cenlro; data neinpe imo ottrme imnclo H aUitndive m prinnpio casus, PliiloHophiual 
Lransaclioits (hoiuloii) 1718, p. 8(50. P. 81, 
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DEMONSTRATIO 

Quaccunque et quotcunque fuevint potentiae sollicitantes, eae omueis in 
hiiias resolvi possunt, quarum altera tvahat secundum MG (Fig. 46, p. 160), 
altera secundum 3fP. Sit ilia secundum 31 G trahens = P et, quae secundum 
J/P trahifc, = Q et rlicantur AP-^x, P3T=y et ^li¥=s itemque altitude 
celeritati in M. clebita == v. Erit ex Ms duabus viribus vis tangentialis 


et vis nonnalis 


Hanc ob rera erit 


Pdx — Qdy 

ds 

= - Pdy + Qdx 
ds 

dv = Pdx — Qdy, 


Oiun liac cxpressionc comparotur, quod supra {§ 364) cst allatum, ubi posuimus 

do == Pdx + Qdy d- Mds; 

erit Q iiogativum el Ji = 0. Scquitur ergo exinde lore 

2v Pdy + Qdx 

r (Is 

At ost vis centrifuga, qua curva in M premitur, et est vis nor- 

malis. Quare cum vis centrifuga sit aequalis vi norinali, tota pressio, quam 
curva sustinet, duplo maior est quain vol sola vis centrifuga vel sola vis 
normalis. Q. E. D. 

SCHOLION 1 

378. Id sequento capite deiuoiistrabimus banc eandem propositionem 
locum etiam habere in medio quociuiqiie resistente; id quod quidem eadem 
opora hie demoiistrare ]mtuissomus; sed quia j-esistentiae sequens caput o.st 
desfcinabum, eo potius hoc thoorema iransferre visum est. 


GOROLLAEIUM 1 

379, Ex hac igitm* propositione facile oi’it in quacunque poteiitiarum 
sollicitantium hypothesi brachystochroua^ determinare. Hoeque ipsum iam 
ex aliqua parte supra praestitimus, ubi curvas determinavimus, in quibus 
pressio totalis datam habeat rationem ad vim centrifugam. ^ 
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GOEOLLAKIUM 2 

380. Gum sit dv Pdx — Qdy, erit v = fl\lcD-~J'Qrh/ his integvahbus 
ita accipiendis, ut ovanescant factis a; ot y = 0, si qiiiclem motus iu A ex 
quiete iiicipare debet, 

COEOLLAEIUM 3 

381. Si ergo hie pro o inventus valor substiiuaiur, habobitur aoqnatio 
pro curva brachystochrona baec 

2 fPdx — 2 fQdy _ Pdy + <i?da; 
r ~ ds 

Est vero /• = (§ 363) .sumto dx pro constante, quia in partem ojipo- 

sitam axi AP cadere r ponitur; unde habetur baec aequatio 

COROLLARIDM 4 

382. Quia haec aequatio est dilferentialis secundi gradus atque ideo 
duplicem integrationem requirit, altera integratione constans quaovis potorit 
adiici, altera effici debet, ut facto x = 0 fiat quoquo y~0. Jnflnitae ergo 
prodeunt curvae brachystoebronae pro eadem potentiarum sollioitantium bypo- 
tbesi. Atque constante arbitraria effici poterit, ut curva per datum punctum 
transeat. 

COEOLLAEIUM 6 

383. Tempus, quo corpus ex ,4 ad AT pervenit, est 

=, f = Tl/ ^ dxd dy 

' y(/P dx —fQdy) fd y pgy Qdx’ 

quae quidem expressio prius ex aequatione curvae est investiganda; minimum 
vero hoc tempus esse debet inter omnia alia tempora motuum per curvas 
omnes puncta A Qi M iungentes. 

SOHOLION 2 

384. Quemadmodum porro in quacunque potentiarum sollicitantium 
hypotbesi eae curvae libere describimtur, in quibus vis centnfuga aequalis 



188 — 18 fl| 


173 


DE MO'l’U iniWOTI HUJ'Ell DATA LIEEA IN VACUU 

esl oi conLraria vi iiot'mall, ila oao cuvva(5 oruni bracliystochi’onae, in qnibus 
vis norma, lis qiioqno a(',({nali,s ost, vi conl.rilagao, sod in eandein plagam ten- 
dons. At(jno (]iioinaflnio(lmn ilia propriotas (•.omiminis est omninm curvaruin 
Ubere doscriptaj'um obiam in inodio rosistonto, iia haoc qnoquo proprietas ad 
oninos linoas brachyslochronas in inodio rosistonto oxtenditur. 

IMtOPOHITlO d;i 

PllOBhWMA 

385. A'i corpus vi. ifiuu'unijuc pnjntiuo trahalnr mi cenlrtm virhm C, 

■invemro linmm braohystodmmmi A M, super (pia eorjnts ea A cUissime ad M 
pertmfieL 

SOIdJTlO 

A pnnci.o A, in quo inotus iuitiiim ponitnr, ad contrnm virium G 
ducaUir voota A(J, itoin /I/O ot in taiigontom JUT ox 0 porpondiculiun GT. 
Ponantiir ylO=--«, GA'l- y, vis ^ 

oontripcta in i/ P ot colovitas in J\f 
dobita altitudini v, 11 is positis orit 

f/.y== -jyiy ot y f P<hf boo into- 

graii ita accopto, iit ovanosoat posito 

Vis nornialis antoin orit -~'f\ p 
oni aoqualis osso doliot vis oontrifuga ot 
in oandom jdagain tondons; linni onini 
provoniot curva brao.liystoobrona, nt iiro- 
posiliouo praocoilonbo donionstravinnis. 

Ourva igitur dolnibit osso (;<)nv(«a vorsus 
contrura 0 ot radius osijuli in partoin 
aversain a oontro G cadot. Ciiuiro, cnni 
haoc oxprossio oxbilioat vn.diiim osculi, 
quatoniia versus oontruin oadit, orit vora 
radii osculi oxprossio in nostro casu * 

Yis igitur oontrifuga orit 

_ — 2<lpJ Pdy 

ydy ~ ydy 
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li aeqiialis poni clebet vis normalis ex quo oritur haec aequatio 


cuias integralis est 


_ l^ii_ 
j» fFdij 


^ • fPdy seu p = K-- O j Pdy] 


quae est aequatio pro curva quaesita inter y et p. At si ceiitro G ducat ur 
arcus JfP hicque dicatur erit 


Hinc fiet 


yds , y^ds^ 

nm--- et n> - 


fU^ 

yV(:y^-f} 


atque valore ipsiiis ex superiore aequationo substitute babobitur 

(Is = ^ 

yViy^+^fPdy) 

quae est aequatio inter y et arciim eirculi s radio « descriptunij qui motitiir 
angulutn ACM, ex qua fluit conatruetio curviio quaesitao. Q. Jil. f. 


COEOLLARIUM 1 

386, Quia altitudo celeritati debita est 

v^-fPdy^f, 

celeritas corporis in quovis loco erit ut perpendiculum ox 0 in taiigoutom 
demissura, siraili modo, quo in motii libero celeritas est huic poi’pendiculo 
reciproce proper tionalis, 

COROLLABIUM 2 

387. Sit radius osculi in M erit -f' ex conditiono problomatls. 

T y * 

Hinc ergo babobitur 

j'= 

Fp IF ' 
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Quia aiitem in initio curvae in A est ^ = 0 sen AG tangeus curvae, erit 
radius osculi quoque in A =0, nisi forte simul vis centripela P in yl 
ovaiiescai. 

COBOLLARIUM 3 

388. Maximain corpus liabebit coleritatem in loco, ubi dj) == 0; ibi auteiu 
cx aequaiiono pro curva Jit dy = 0. Quure in eo loco corpus celerriiue 
tnovolnv, ubi reobi GM in ctivvani est normalis. C'nrva ergo ultra boc 
punctuin a contro (J recedit. 

SCHOLION 1 

389. Oeleritas ergo corporis in singulis bracbystochronae punctis non 
est proporUonalis sinui anguli, quern tangens curvae cum directione vis 
contripetae constituit; buius enbn anguli TMC sinus est celeritas vero 
ipsi p invGuta est proportionalis. Haec quidem proprietas locum habet, si 
cuntrum viriuin infinite distat et direciioues vis sollicitantis sunt inter se 
l)ai'[Lllclae, ut ex proi). 41 intelligitur, ubi celeritas erat ut i. e. ut sinus 
anguli, quoin elcinentuin curvae cum directione potentiae sollicitantis constituit. 
Tlanc autom pvoprietatem Cel. Hkkmannus in Comm. Acad. Petr op. A. 1727 ‘) 
omnibus bracbystocbronis tain in vacuo quam in medio resisteute commuuem 
ossa est ai'biiraius. Atque banc ob rem non solum eae lineae, quas in medio 
rosistente pro bracbystocbronis dedit, tales non sunt, sed etiam quas in vacuo 
pro viribus centripctis invenit. Hoc autem casu inveuit banc aequationem 
~-J i*iiy jP nostra atque vera aequationo prorsus discrepantem. 


EXEMPLUM 1 


390. Sit vis centripeta ipsis 
llet P = -j • Quare erit 



distantiis corporis a ceniro proportionalis; 


atcpio 


2 /" ' b ' 


Quao est aequatio pro bracbystocbrona in hac vis centripetae bypotbesi inter 
2} et y. Altera vero aequatio inter arcuin s radio a descriptum, qui est 


l) Vide notinii 1 p. 164, 


P. &l 
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uieiisura anguli AGM^ et y eat liaec 

fls = -ady'VKO'^-y^) . 

yyG2fy^-\-hy^-(Ah) 

lluiiia cui’vac iJiuictiun ijifliiiimi sea centre proximimi lialietnr pouondo vcl 
(ly~0 vel p~y‘, turn autem erit 

,, = . 

1/(6 + 2/-)’ 


haec ergo est minima curvae a centre C clistantia. Railiiis osculi biiiLie 
curvae iii t|iiovis pimcto est 


2p_ 

6P ~ 



In pimcto ergo centre proximo radius osculi est maximus, tiuippo 

— 2ff/* 

~Vb(h + 2f)' 


Pouatur tangens anguli AGI'J =t posito sinu toto =J; erit 


pouatur porro 


habebitur ista aequatio 


^6' (It 

~a~l+Tt’ 


Vbia^-y^) 
]^{VY + by^~a^bj 


<^0. 

i+tt 1+32 


Ex quo intelligitur curvam toties esse algebraicam, quotics est numoi’ufi 
quadratus. Longitude curvae AM est porro generaliter ^ 


boc ergo casu erit 


f _ . 

W+bfPdy)’ 


AM=^ f 

j y{2fY^b(f-a^l) 


2 af—y ^f (2fyy q- hyy~a^b ) 

2f+b 
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Ex qua aequationo seqintur curvam brachystochronam AM esse hypocycloiclem, 
(juae generaiur rotatione circuU, cuius diameter est 

ayQ}ArM)~«'Vh 
l /(6 + 2 /^ ' 

super coucava pario poripbeiiae AE centre G radio AC clescriptae. Cum 
igitur h pro lubitu accipere liceat, apparet omues bypocycloides super peri- 
piieria AM natas esse brachystocbronas. 


EXEMPLOM 2 


391. Sit vis ceniripeta reciproce proportioualis quadratis distantiarum, 
lit sit P = -i ; unde erit 



a 


ay 


. P(o— 2/) 

atque — - 

^ ay 


"h 


f 


quae est aequatio pro brachystochrona in bac vis centripetae bypotliosi. 
Altera vero aequatio inter arcum s et y erit ista 


<£o ~adyybf%a-y) 
yV{ai/ + bpy ~ abf) 

Huiue ergo curvae pimctum infimum posito dy ==>0 determinabituv ope huius 
aoquationis cubicao aif -1- hf^y = ahp. Ceterum ista aequatio inter s et i/ 
sufficit ad curvam quaesitam conatruendam. 


SOHOLION 2 

392. Ex his igitur, quae in hac et praecedentibus propositionibus allata 
sunt, intelligitur, quomodo in quacunque potentiarum sollicitantium hypo- 
thesi ea linea sit iiivenienda, super qua corpus ex dato puncto ad datum 
punctum citissime perveniat, Nunc ergo etiam determinaii oportet earn 
Imeam, super qua corpus a dato puncto citissime non ad datum punctum, 
aed ad datara linoam perveniat, quae sane curva una erit ex inflmtis brachy- 
stochronis; at quaeuam ea sit, in sequente propositione declaiabimus. 

Lkohiiaudi EutEiu opera omnia II 2 Mechanica 
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PEOPOSITIO 44 

THEOEEMA. 

393. C(y>2>iis a riaio puncio A (Pig. 49) ad qtiamvts Imeaw daiam BM 
celerrime pervenii super Unca brachjstochrona AM, quae datae lincae BM ad 
angidos rectos occurrii, hocque in quacmique poientiariim soUicitanikm hypothesi. 

DEMONSTEATIO 

Sit AM ea linea, super qua corpus ex A citissimo ad lineam BM per- 
veuiat; perspicuum est primo liauc lineam fore bracliystochroiiara; nam si 

daretur linea, super qua corpus citius ab A ad M 
• perveniret, ea potius quaesito satisfacoret. Prao- 
teroa baec linea AM ad angulos rectos in Jf 
curvae BM occurrit; nisi enim ad angulos rectos 
occurreret, ducta minima normal! mil ob mn < mir 
corpus citius per Amn ad curvain BM pervonirot 
quam per AmM. Quare no haec oxcoptio locum 
iuvenire possit, necesse est, ut curva AM datao 
curvae normaliter insistat. Consequontor corpus 
super ea infinitarum bracliystochronarum ex A ad 
cnrvam BM ductarum citissirae ad curvani BJ\l 
perveuit, quae curvae BM ad angulos rectos occurrit. Q. E. D. 



COEOLLAEIUM 1 

394. Si ergo infinitae curvae quaerantur, super quibus coi’inis dato tem- 
pore ab A ad lineam BM perveniat, oportet, ut datum tcinpus sit maius 
quam tempus per brachystochronam AM', alias enim problema lleret impos- 
sibile. 


COEOLLAEIUM 2 

395. Si accidat, ut plures curvae bracbystochronae sint normales in 
cuivam BM, plura quoque prodibunt tempora minima vel maxima, Haec 
enim methodus tarn minima quam maxima declarat. 
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COROLLARIUM 3 

396. Quia tempus per curvam bracliystochronam AM esfc minimimi, in- 
lelligitur ex moikodo maximorum et minhuorum, si duae brachystochronae 
proximae concipiautm- normaliter iusistenies curvae BM, tempera per eas 
esse inter se aequalia. 


COROLLARIUM 4 

397. l-Iinc porro perspicitur, si curva BM fuerit eiusmodi, ut omnes 
hnichystochrouas ox pimcto A ductas secet ad angulos rectos, tempera per 
omnes In’achystochronas ad curvam B M usque ductas fore inter se aequalia. 

COROLLARIUM 6 

398. tiua.mobrem curva, quae ab omnibus curvis brachystocbronis ex 
]iuncliO A ductis arcus isochrones sou eodem tempore percursos abscindit, ea 
quoque omnes brachystochronas ad angulos rectos secabit sou erit illarum 
traioctoi’ia ortliogonalis. 


COROLLARIUM 6 

399. Atque vicissim quo(|U6 perspicitur, si curva, quae ab infinitis curvis 
arcus isochi’onos abscindit, fuerit earum traiectoria orthogonalis, eas infinitas 
curvas omnes esse brachystochronas. 

SCHOLION 

400. Facile intelligitur hanc propositionem locum quoque habere in 
medio resistente; simili enini modo apparet tempus per elementum mn nor- 
male in curvam BM minus esse quam tempus per elementum niM, quod 
non cat porpendiculare; in hoc autem totius demonstrationis vis est sita. 
Qimre si infinitis curvis ex puncto A eductis lex potentiarum sollicitantium 
ct resistentiae poterit inveniri, in qua eae curvae omnes sint brachystochronae, 
simul harum curvarum traiectoria orthogonalis poterit exhiberi quaerendo 
tantum curvam ab iis curvis arcus isochronos abscindentem. Atque hanc 
ipsain traiectorias orthogonales inveniendi methodum iam adhibuit Cel. 
Ion. Beenoulli in Act. Lips. A. 1697,^) 


l) Vido notain 1 p. 163. P. St. 


23 * 



180 


TOXIUS ALTER CAPUT U 8 <101-405 


[196—107 


PEOPOSITIO 45 

PEOBLEMA 

401. Inicr omncs curvas puncta A et 0 (Pig. 50) nmgentes et aeqiutlUcr 
lontjas earn deteminare AMG, super qua corpus celerrime ex A ad G 
in hipotliesi poteutke sollicitantis uniforms g et deorsiim directae. 


SOLUTIO 


Ducta verticali AP et horizontali PM clicafciir yljP=a;, PJf >= y et 
.4ilf=s eritque tempus, quo arcus AM absolvitur, 

A 

== 

A Ygx 

lam per methodum isoperimeiricorum, do qua 
peculiarem dedi dissertationeni cum. foi’inulis gone- 
ralibus, ex quibus quaevis problemata facilo reaolvi 
possunt, in Comment. Acad. Petr, A. 1733'), dnao 
c quantitates considerandae sunt: arcus AM^s^^fds 
* tempus per AM = qiiarum altera al- 

I • t/ f 0 ^ 

terms respectu debet esse minima vel maxima. Eodem enim rodit, sivo 
inter omnes curvas aeque longas quaeratur ea, quae brevissimum habeat 
descensum, sive inter omnes, super quibus descensus fiunt eodem temporo, 
ea, quae est brevissima. Per formulas autem meas dat fds banc quantitatom 

m-Ts alterius mnltiplo cuicimque 
aequalis est ponenda. Habetur ergo integrando 



seu 


^ ^ dgYa 
ds dsYx 


■U 


dyO^a—Yx) ~ mdsyx. 


fmo sLu accepti ^ ^ ^ Prohle^mtis isoperimelrici in Mis- 

mo sensu ayh soluiw generahs, Oomraeut. acad. ao. Petrop. 6 11732/3') 17m i 9 a 
Leouuarui Eoiw Opera omnia, series I, vol 26 p gt ^^^^2/3), 1738, p. 123, 
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Sumendis vero quadratis exit 


d'tfiya — Vocf = + m^xdy^, 

imde erit 


ntdxyx 

V{a — 2 ]/«» + (1 — m^)x) 


ds — 


dx (}/n~-y x) 

/(a — 2 yax + {1 — m^)x) 


Ex quo ciii’va quaesifca determinabitur. Q. E. L 


COROLLARIOM 1 

402, In aequalione inventa duae inaunt quantitates a ot m arbitriuiao, 
quibns effici potest, ut curva per datum punctum G tranaeat ot ut simul sit 
datae longitudinis. Atque turn haec curva celerrime abaolvetur inter oranes 
alias curvas eiusdem longitudinis per J. et C tranaeuntes. 

COROLLARIUM 2 

403, Si ponantur a et m infinite magna, prodibit cyclois, quao non 
solum inter omnes curvas eiusdom longitudinis, sed inter oninos omniiio 
citissime absolvitur. 


COROLLARIUM 3 

404. Si ponatur prodit dy = 0 seu recta vorticalis. At si fiat 

a = 0, oritur recta quaecunque per punctum A ducta. Bst ouhn recta linoa 
inter omnes lineas, quae eodem tempore absolvuntur, minima sou brevissiinii, 


COROLLARIUM 4 

405. Si ponatur m = 1, prodibit curva algebraica; erit onim 

, dxyx 

dy^ — , 

y(» — 2 yax) 

cuius integralis est 

— (4a + 4:l/aa! + 6fl;)]/(a— 2yaa!) 4rt 

2/“ 77w h 


ISl/a 


16 
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Haec curva etiam est rectificabilis; iiamque erit 

2a _ S a + 2Va> _ - S ^ ) ,/(„ _ j 

Qiliu etiam tempus per arciuii A3I algebraice potent exprimi; erit eniin 

Cds^iVa (4'(/«-2'|/a;)j/(a- 2]/ftic) 

3'1/a 

Aequatio vero pro cnrva. verluctfi fit ordinis quinti. 

OOllOLLABlUM 5 

406. Si in hac curva suinatiir ® == y , ibi tangeus oiit borizontalis atquo 

recta verticalis in eo curvae piiucto erit diameter carvae. lllo autem loco 
fit y = ~ et longitudo curvae ad hoc punctum erit Atqiie tonipus, 

quo hie arcus absoMtur, est Eodem ergo tempore corpus rocta de- 

scendet per altitudinem ya, 

SOHOLION 

407. Missis nunc hisce de celeramo dcsceusii progredimur ad oas ctirvas 
considerandas, super quibus plures descensus inter se coraparati datam tonoaut 
velationem. Hue maxime pertinet quacstio de curvis tautoclirouis, siipor 
quibus vel omnes descensus ad punctum infimum curvae usque fiunt codom 
tempore vel integrae oscillationes. Ad haec deinde aliae accodore jjosamifc 
quaestiones cum difficiles turn vim methodi, qua utemur, illiistrantos. 


PROPOSITIO 46 

PROBLEMA 

408. Invenire legem generdem curvanm tmtochronarmi, s%iper quibus omnes 
descensus ad punctum A, initio descensus uUcunque in curva AM (Pig. 51, p, 183) 
MceptOj cih$oh)(witw eode'iu t^DvpoTe, 
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SOLTJTIO 

Sumta recta AP pro axo dicatur curvae portio AM =s sitr^ue altituclo 
celeritati in A debita = h et altitudo celeritati in M debita = y; erit tempus, 
quo arcus AM absolvitur, 

jyv' 

quod integrale ita est capieudum, ut evanescat 
posito s = 0. Turn, si in eo integi’ali ponatur 

V = Q, babebitur tempus descensus a loco, in 
quo celeritas erat nulla, usque ad punctum A 
seu totum descensus tempus; id quod eadem 
quantitate expressum esse debet, quaecunquo fuerib quantitas h. Haec igitur 
quantitas h neque in expressione temporis inesso debet nequo in expressione 
pro curva AM, quia haec eadem curva idem descensus tempus producere 
debet, utcunque varietur 1 >. 

Sit iam v quantitas composita ox littera e, ad curvam pertiiicnte et a 
curva AM cum abscissa AP et applicata PM' tantum pendente neque h in- 
volvente, atque ex littera 1 i, quae ex I et quantitatibus constantibus sit 
composita. Sit autem v talis ipsaram h et » functio, ut evanescat posito 
0~]i atque ut fiat == h, si sit 0 = ah existento « numero quocunque. Po- 
natur porj’o ds ^pd0 pro aequationo curvae quaesitae; dobebit p talis esse 
quantitas, in qua non contineatur h vel h, quia hae litterae in aequationem 
curvae ingredi nequeunt. Habebimus ergo pro expressione temporis per AM 

p ds 

yv 

hoc integrali ita accepto, ut evanescat posito '0=^b seu 0 = ah. Deinde hoc 
integrale, si in eo ponatur = dabit tempus totius descensus, in quo 
h inesse non poterit. Hoc vero evenit, si fuerit functio iiisarum h 

et 3 nullius dimensionis seu si fuerit functio nullius dimonsionis. Sit 

Yv 

V functio m dimensionum ipsarum h et 0; debebit esse 

p = G0^ 
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TOMIW At/i’KH (!AI*1IT li :] 1"» 


h!"l ‘HU) 


(lonotanto (■ (juiinl.il-aidin (aiiiMlnnl)'iu a h laui i.iuulii". mun |irn 

V iiilia fuMC/Uo Aau'il. rotuin'ila. lialK-ltilur pin innii ipi.ti-.il .t liu,.,- ;tf»|niiii(i 

(la ■ da " (h: mhi a ■ ' I t on . I ,, 

fii 

HI opUH (ihL, <|(ai a iivani'Hcal., si in nviiuc.i al \»’| i \(-| 7, (>, j.; |_ 

COHOl.l.AUIt'M I 

'100, (jllO i^'itilir luuT. iii(>lltiMlii!t pnsal a<ll)iltt<ii, Iipiiilcl, lit r i|Uii)il,i. 
ialjlniH Ihiilla hiI. ax[iriiHHUiii al'tiii' ul I'a i-\pi<-,. .m (tan .mul.tii pii'>;,it in 
ItnioUoiiotn liiiinof'i'ia'am i<s h i4 l■(ln!liallllMll. 

(;nU(ll<hAUI(>M 

'ilO. JIaiia nil |■('m nm'.'iiio njil. ul liul r- f>. .i pniiahn ,• tjm, in 

( I mil ill lain nniiHiaiiin aiiiiTla I'linin nmi icpiuiului h. Siiiiiui ai 

VKiniiiiiiiH llnii V 'll lai'lci a uh, in*t|ni' npus nil, ul iiil<'i*i.iliii iil<'iii|\nlnr, 


llOKOl.liAHHtM :i 

'III, Iiiinlli}{il nr I'iiaiu rurvunt in .1 liitlit’ii* iIi'Im'H’ liiiipi'iil>'iii mu lualnui 
Ul iliiniiitniKaii vim Mullii'iliinl'iai niai nuiin Inm hunii, ininiu) 1 pm’ at'nuin 
(InHooiiHiiH itiiiiiiin parviiiu Inrni tpuiipii* iuljiuln pitivuiu 


.sriinunx 

412. Valni. haw Koluiiu nnii muIiuu, ai. nti Hpui.t iinlii,il, 1 ui la i-\p(inutiii' 
poi' (iooviliiialiiH mihnf{(inalt‘rt; nihil nuiu iulru'.l. i|uihuinuiii «iuaulilaliliuH 
iiatuvam {iiivvan cxpoiiorn vnliinuM, ilunuunilu m inm inpivtlmlm A. Pi.lcal. 
autoin g I'oiiiiiHM-n linnuH nl. iiuanlilali'H (|im*i. uu.jun u mu a pmalmln i Ilim 
iKifcur Jiinllualn in viumn, in i|imi‘unnui< iiulfuliaiuin s«ilh> ii.iuliuui Ii> pntln-Mi, 
Imoao tauioohinmin polniniiit. invnnin. (|uin H-mpm M-hula-i pm’ ,pim.lllnl.‘M 
ilmtaa oxpviiiu poAiHi. Ah hi, uh in nmiliix rmasimilil.u’i limi miI.-I, mlmiluH 
rinii potoHt oxliihoii liniiiM iiuaitiilainuH, liiu'i’ uu’liuoiu uatiu liaPmu luspiil, 

oc a III (loaidoiatiu, (piun anri’mlil., ntimn ni mlmilaa pm' lusrualinumu ililln* 
rontialom lanUnii doUa-. ' 
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PROPOSITIO 47 

PROBLEMA 

413. Si corpus deorsum sollicitetur vi quacunqiie, invenire linea/rn tauiochronam, 
super qm omnes descensus fiant eodem tempore. 


SOLUTIO 


Posito AP = x, PM = y ol AM = s (Pig. 51, p. 183) ail celeritas in 
y| debita altiludini b ei in M debiia altltudiui v. Sil porro vis sonicitaus 
in M = P; erifc y = & — j Pd% iiitegrali J' Pdx ita accepto, ut evaneacat 
facto a; = 0. lain si ponatiir h =-• h cl Pd'jo =» 0 , orit v functio unius di- 
inensionis ipsarurn h ei 0 el evanescit facto fitqne u = facto = 0. 

Erit igitur m === 1 ideoque liabebituv pro ciirva qnaesifca ista aequalio 

ds^y^- el s = 2 Va 0 = 2VafPdx. 


Si desideretur aequatio iutor x el y, orit ob ds 


aPdx 

Ya/Pdx 


Q. E. I. 


dy 


dxY^-fPdx) ^ 
" y/Pdx " • * 


COROLLARIUM 1 

414. Quia evanescit fPdx facto a: = 0, tangens curvae in A erit liori- 
zonialis, nisi in A evanescat P. Atque eurva alien bi habebii tangentem 
vorticalem ibique plerumque cuspidom; hoc evonit, ubi erit J'Pdx = oP^ 
Ibi enim fit dy «= 0. 

COROLLARIUM 2 

415. Euius curvae in puncto infimo A radius osculi est aequalis sub- 

normali = == , qnia A s y fiant aeqtialia. Quare in A erit 

radius osculi ■= 2aP, ubi P denotat potentiam sollicitantem in puncto A. 

Tjeonuardi Euleui Opera omnia II 3 Mechanioa 
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deuotante 6' quantitatem constantem a h non penclentem. Quoties orgo pro 
V talis funcfcio fuerit comperta, habebitur pro cnrva qnaesita haec aequaiio 

m 

2 ( 7 ^* 

ds^ sen s 1- const., 

»» 

si opus est, quo s evauescat, si in g evanescat vel ce vel y. Q. E. L 

GOEOLLAEIQM 1 

409. Quo igitur haec methodus possit adhibori, oportet, ut v quanti- 
tatibus finitis git expressum atque ut ea expressio transniutari possit in 
functionem honiogeneam ex h et z constantem. 

COROLLAEIDM 2 

410. Hanc ob rem necesse est, ut hat = &, si ponatur 0 =^ ah, quo in 

quantitate constante adiecta etiam non reperiatur h. Sufficit igitur, si 
videriinus fieri facto g = ah, iieque opus ost, ut integratio absolvaiui*. 

COROLLARIUM 3 

411. Intelligitur etiam curvam in A habere debere tangentem nornmloiu 
in dh'ectionein vis sollicitautis; nisi enim hoc fuerit, tempus per arcum 
descensus infinite parvum foret quoque infinite parvuni. 

SCHOLION 

412. Valet haec solutio non solum, si, uti flgura indicat, curva exponatur 
per coordinatas orthogonales; nihil enim- interest, quibusnam quantitatibus 
naturam curvae exponere velimus, dummodo in z non ingrediatur b. Potest 
aiitem z continere lineas et quantitates quasounque a curva penclentes, Ilac 
igitur methodo in vacuo, in quacunque potentiarum sollicitantium hypoiho.si, 
lineae tautochronae poterunt inveniri, quia semper celeritas per quantitates 
Anitas exprimi potest, At si, ut in mediis resistentibus fieri solet, celeritas 
non potest exhiberi finitis quantitatibus, haec methodus usum habere neqiiit, 
sed alia desideratur, quae succedit, etiam si celeritas per aequatioiiem dilTc- 
rentialem tantum detur. 
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PROPOSITIO 47 

PROBLEM! 

413. Si corpus deorsum solUcitetur vi qiiacmique, invenire linemi tautoclironam, 
super qua omnes descensus limit eodem tempore. 

BOLUTIO 

Posiio AP==^x, PM = y et AM=s (Pig. 51, p. 183) sit celeritas in 
A clebita aliitudiui b ei in j)'I debita altitiidini v. Sit porro vis sollicitaus 
in M ^ P] orib v —■ fPdai integral! JPdx ita accepto, ut evanescat 
iacto !V == 0. Jam si ponatur b = h ei f Pdx = a, erit v functio uuius di- 
inensionis ipsarum h ei g et evanescii facto g = h fltque = & facto ^f = 0. 
Erii igitur w = 1 ideoque Imbebitur pro curva quaesita ista aequatio 

ds == y- ei s = 2 - 2 ]/»/ Pdx. 

Si desidoveiiir aeqnaiio inter x ei y, erit ob ds «= 

, dx \/(aP^~fPdx) 

--'V/pV."' .* 

Q. E. I 

C0R0IjLA.RIUM 1 

414. Quia evanescii /Pc?® facto ®==0, tangens curvae in A erit hori- 
isontalis, nisi in A evanescat P. Atque curva alicubi babebit tangentem 
vorticalein ibique plerumquo cuspidem; hoc evenit, ubi ent fPdx = aP\ 
fbi onim Jit dy ^ 0. 

COROLLARIUM 2 

415. I-IuiuB curvae in puncto iiifimo A radius osculi est aequahs sub- 
normal! = = quia in A s ei y hunt aequalia. Quare in A erit 

radius osculi -2aP, ubi P denotat poientiam sollicitantem in puncto A. 

24 

LiiOHUARDi liJuLWiu Opera omnia II » Mocbamca 
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COEOLLABIUM 3 

4U». Ex radio osculi in A at poteniia sollicitaiito in A inveniUii' ioinpiis 
ascensus vel descensus per infinite pavvutn arcuin 


21/P 

(§ 172). Huicque tempori tempos cinu.sque descensus osL tioqualo. In hypn- 
thesi ergo gravitatis =1 pendulum lougitudinis 2(i descensus iiiliniio parvos 
eodeni tempore absolvet. 


EXEMPLTJM 1 


417. Sit poteutia .sollicitaiis ubique constans, nempe eri(/ 

f Pd% = gi» atque s == 2 Vgax 

itcmque 

dy = 

Yx 

unde iutelligitur curvam esse cycloidem deorsum coiivoxani, prorsus cnm 
linea brachystochroua in eadem potontiae hypoUiosi congruentoiu. yuod 
autem oiunes descensus fiant eodem tempore super cycloido, iatii supra 
demonstravimus (§ 187). 


EXBMPLUM 2 

418, Sit potentia sollicitans ut potestas quaecunquo ipsiiis a;; oidt 


a:«-M 


et fPdx 




SI qmdein foerit « + 1 numerus affirmativus; sin enim essoi n + 1 jiumonis 
negativus, fieret J Pdx == csj. Erit igitur 


1 


fj ^+1 ^ yp> 

quo usque nimirum f iucipit minus esse quar^-h 1)1®"-^ 



205 - 206 ] 


DE MOTU PUNCTI SlJPEli DATA LINEA IN VACUO 


187 


SCHOLION 1 

419. Ex acqiialione general! apparet rectfini AT* esse cliametriim 
curvae. Qiiare cum in vacuo ascensus sini similes clescensibus, somioscilla- 
tioues omnes super curva MA ad alteram partem usque producta orunt 
quoque isoclirouae et conseqiicnter etiani iiitegrae oacillationes. Deiiide cum 
ol) arbitrariam a iniinitae sint curvae tautoclironae AM, dime quaeqiie in 
puncto A coniunctae, ut ibi liabcant tangentenx communem horizontalem, 
producent tarn semioscillationes quam integras oscillationos isochronas, si 
scilicet pendulum ita accommodetur, ut oscillaudo huiusmodi curvas absolvat. 

SCHOLION 2 

420. fntelligitur etiani ox solntione eas curvas, quas iiiveriimus, esse 
solas, quae Mjuaosito satisfaciunt. Nam loco p alia limctio ipsius z substitui 
nequit, ut in integTali, si ponatur u = 0, prorsns ex formula exeant J seu h. 
[d quod aliis inethodis, quibus tautoclironae sunt inventao, non satis liquet. 

SCHOLION 8 

421. Quia ost s = 2l/«/ /Via?, orit ‘1'^^ apparet, cuius- 

modi esse deboat potentia sollicitans, ut data curva sit tautoclirona. Scilicet 
potentia doorsum tondens debot esse p)roportionalis ipsi -J-J ex data curva 
desumto. Quare, nisi curva sit roctificabilis, valor potentiae sollicitantis non 
potest algebraice exliiberi. 


PEOPOSITIO 48 

PROBLEMA 

422. Si corptts perpeiuo Iraltakir acl centrum viriwn G (Pig. 62, p. 188) vi quct- 
cmque, invenire linemn kmtocliromm BMA, suiter qua corpus onmes descensus ad 
punctum A usque eoclem tempore absolvat. 

SOLUTIO 

Dicatur GA = c, GM = y et vis centripeta in M corpus sollicitans == P, 
Sit porro celoritas in A debita altitudini b et ea in M altitudini v. Sumatur 
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CMij ita, lit evanescat posilo y=c, quo facto orit v = h — fFdy. Siimtia 
ergo b pro h et fPdy pro z erit fuuctio ipsarum h et z, cui v aequatur, 

unins dimensionis; qiiaro orit = 1. 
Si nunc arcus AM dicatur ==s, orit 

s~%yaz = 2 V ct, j Fdy 

atque hinc 

' yafPdij 

Si nunc in M ducalur tangons in 
eamque ex centro C domitfcafcur por- 
pendiculuuQ GT, quod dicatur p, orit 
ydy 

Quare habebitur 
iffPcly=^{y^~p^)aF^ sen /== i/*’— 
aequatio pro curva quaosita. Q. E. 1. 

COEOLLAEIUM 1 

423. In puncto A, ubi J'Pdy evanescit, erit p = y, seu recta CA orit 
normalis in cuiTain in eoque propterea celeritas corporis erit maxima, quia 
A est pimctuni cume centro G proximum. 

COEOLLAEIUM 2 

424. Si ponatur i? = 0, habebitur punctum curvae B, in quo recta GB 
curvam tangit. In eoque puncto, quod erit supremum, curva cuspidom 
habebit. Invenitur vero punctum B ex hac aequatione aP"^ ^ ^Pdy) atque 
y non poterit esse maior quam valor ex hac aequatione inventus. 

COEOLLAEIUM 3 

425. Apparet etiam ex aequatione inventa s ^^VaJPdy, quia signum 
radicale signum ambiguum involvit, curvam duos habere ramos AB et AJJ 
inter se similes et aequales et hanc oh rem oscillationes, quae super curva 
BAB hunt, esse inter se aequales. 
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COROLLAIUUM 4 

42fi. BadiuR oacnli m puncio A est Efc quia est AO^c, 

oi’iii ieiiipiis, quo iiuua dosoousus siipoi’ curvao AB portion© infinite parva 
absolvitur, —7cVa (§ 207); hide igitur tempori onines descensus erunt aequales. 
Idanc ob rein oscillationos, quao Hunt super curva BAJD, isochronae erunt 
cum oscillaiiionibus jieuduii in hypothesi gravitatis == 1, cuius longitude 
est = 2 a. 


EXEMPLUM I 


427. Sit vis confcripota directe proportionalis distantiis a ceniro, ut sit 
F = -J - ; or it 

f — 

'n 

Hinc ergo orit 

y / M = H — j/ — ® atque x)^= yy — • 

Huius curvfio radius osculi in puiicto M, qui csi. invenitur 

2a — f V 2a 



]‘jX quo R( 3 (j[uitiir, si fuorit 2a < f, curvam versus centrum G fore convexam, 
lit oxhibot iigura. At si faerit 2a = f, curva evadet linea recta in A nor- 
malis ad roctain AG. Punctum autem B, ubi GB tangit curvam, invenitur 
ex hac aoquatione 

{f‘ — 2a)yy = cGf, 


ox qua fit 


BG=^ 


cVf 

V(f-2a) 


Quoties orgo accidit, nt sit /*> 2a seu curva convexa vei’sus G, habebit curva 
cuspidem in B, Atque in his casibus curva erit hypocyclois, quae generatur 
rotatione circuli, cuius diameter est 
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WO 


supor concava parte circuli cenk'o 0 radio 

cVf 

!/(/■'- 2 a) 

(lesaipfci. floe ergo casii curvac taiitochronae coiiveniunb cum braebysto- 
cltronis supra inventis (§ 390). 

At si 2a > f, quo casu curva e,sfc concava versus 0, lit B C imaghmria 
el curva A3I non amplius est hypocyclois. Turn an tom orit 

._{2a-f)t/y+jcf 
P — - ' 2 a' ' ' ’ 

unde }) iibique praetor in A erifc inaior quam AC. Sit c = 0; fiet = )/' ^ > 

qnare hoc casu curvae tautochi'onao ernnfc omnes spiralos logairithinicae circa 
centrum C descriptae. Corpus scilicet supor spiral! logai’ithinica porpotno 
eodem tempore ad centrum C pertiuget, ubicunquo doscensum inceperit. ITac 
igitur vis centripetae hypotliesi tantoebronae eruiit: primo omnos liypocy- 
cloides, deinde omnos lineae rectae utcunque ductae, tertio omnos spiralos 
logaritkmicae et quarto infinitae curvae aliae hac aeqiiationo contoiitao 
ai qtudem fuerit 2a>f et c non =0. In bac aiitem vis 
centripetae hypotliesi pro tautoebronis tantum dederiint bypocycloides Nkij- 
TONus in Frinc.') et Heemannus in Phoronomia et Comment. Acad. Potrop. 
A. 1727^), quamvis hie aequationem aeque goueralom ac nostram babiiorit. 


BXBMPLUM 2 

428. Ponatur vis centripeta reciproce proportionalis quadratis distankiarum 
a centre, ut sit P=~; erit 


fPchj -- 

Curva igitur AM erit 

= atquo pp 


-ft ■ ff_ Jf{y- c) 
ij ' c 


cy 


aeff 


1) I. Nbwtoii, Biilcsophiac naturaMs principia maifimalica, liondini 1687, bib. I pro- 
positio LT, theorema X7IIL P, St. 

2) Iao. Hermann, Momtomidj Anistelodami 1716, p. 89; T/ieoria generalis moUiwin, dui 
nasciintur a j^ofenius ^mbusvis in corjford wdesinenter agentihus^ Oommoni a cad. sc. Potrop, S 
(1727), 1739, p. 139, vide praeoipue p. 160. P. St, 



RE MQTU PUNCTT SUPER DATA LINEA IN VACUO 


undo invenitur radius osculi 

ydy ^ ^fyyac(ueff +cy^ — i/) 
dp “ 2acff+'^cf-Qyi 

Ubi orgo i3 evanescit, ibi otiam radius osculi fit =0. Ipsiiis BG valor auteiii 
ToperieLuv^ox luic aoquaiione ?/= c/+ acff. Si igitur poiiatur BG^k, erit 
cff ' ’ quod aasuuii ])oiest, quia 7c est quantitas arbitraria. Ceterum 
apparol, liiuic curvaiu inira J ptp B ha))ere posse punctum flexus contrarii, 
id (juod ovonit, si curva in A osL coucava versus G, ueiiipe si fuerit 'iaff> t'. 


llvAmVirJjUiVL 0 

420. Sil< vis coiiiripeta ubiquo constans seu P==l; erit fl*dy = y — c. 
Qiuire si contro G radio CAi ducatur arcus 31 P, erit fPdy=^AP atque 

arcus A 31 =^2ya{y — c) = 2Va’AP. 


At orit porru 




a 


a 


undo invonitur lJ(J=-a-\-G ot curva AB ^2a = 2{BG— AG). Radius 
osculi voj’o ill pmicto 717 orit 

2yy(« + c- -y)« 

2«-)-2c — 

Jn piincLu orgo inihno A erit radius osculi = 2 “c‘ iu yl erit 

coucava, vorsus G, si 2a > c, at couvoxa, si c > 2a, atque radius osculi in A 
orit infinite magnus, si 2a Priino casu, quo curva in A est concava 
vorsus G, curva habebit punctum flexus contrarii, ubi est 

6«71/ = -J(a + c)=3-P6' 

Si est c => 0 ita ut punctum A in centrum G cadat, flet y chorda liuius 
curvao oritqiie A31~2yuy, cuius cur vac radius osculi iu ipso centre G est 
iiiliiiito parvus, atque est 


curva autom ijisa per quadraturam circuli potest construi. 
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PEOPOSITTO 49 

PEOBLEMA 

480. Si corpus sollicitehir a potentiis quihuscimque, invenire ciirvmn AM 
(Fig. 53), supc) qua omnes descensus ad punekm A usque ftanl acqmdibus 
temporibus. 


SOLUTIO 

Quuecuuqiie fuerinfc })oteiitiae sollicitantes, eae omnes rediici possiiiiO ud 
duas, (juai'uie altera coi'ijus perpetuo deorsum traliat Hecimduin ALQ, altera 

vero hoi’izoutaliter socmidmn J)/P. Sit vis, quae 
secuudum MQ traliit, = P et vis, quae secundum 
MF trahit, == <?; dicautu]- AF'^x, /’A/ == v/, 
AM = s sitque celeritas iu puncto A dobita alti- 
tudiui h et celeritas in M debita alUiudini v. I-Iis 
positis ent 

v^h — ^‘Pd'X — fQdy. 

Quare si ponatur h = h et ^Fdx -|- fQdy ■==■ e, 

erit V functio unius diniensioiiis ipaarum It ot is 

et propterea tn = 1 (§ 408). Quamobrein liabobitur 
pro ciirva quaesita ista aequatio 



SGU 


s = 2Vag = 2Va ( /" Pdx fQdy) 

ds = aQ dy 

VaifPdxffQdy)' 


At quia est ds = ]/(da;^ + dy^), erit 


dy _ aPQ±jfJFdx + / Qdy)(a P^ - fFdx^-f Od.^ a (3») 
fPdx-\- fQdy ~ a Q^ 


sou T-if- P n fPi^+fQdy-O, orit Pdx+Qi,! 

ini,! / ** P™«tatibus intelligiluv, temras 

nisque descensus aequatur tempori, quo in bypothesi aravitati^i 
lulimi longitudinis 2a descensum absolvit. Q. E. 1. 


-0 

ou- 

poil- 
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SGHOLION 

431. Si habeaiui- curva, super qua omnes descensus Hunt eodem tempore, 
facile erit dare curvas, super quibus oscillationes omnes eodem tempore 
peragantur. Nam quia in vacuo ascensus similes sunt descensibus, omnis 
curva, quae est tautochrona pro descensibus, talis quoque erit pro ascen- 
sibus. Quare duae curvae tautochronae coniunctae in puucto A dabimt 
eiirvam, super qua omnes oscillationes sunt isochronae, Attamen liac i*atione 
alterum problema, quo curvae omnes oscillationes isochronas jjroducentes 
requiruntur, non perfects solvitur; clari enira possunt curvae inftnitae huic 
quaestioni satisfacientes, quarum tamen partes non sint aptao ad descensus 
solos isoclironos offlciendos. Problema autein hoc mode proponi potest: data 
curva quacunque invenire aliam, quae cum ea coniuncta producat omnes 
oscillationes aequidiurnas. ‘) Nunc vero antequam ad haec progrediamur, aliud 
problema proferomus, in quo quaeritur curva datae curvae adiungenda, ut 
omnes descensus super liac curva composita absolvantur temporibus aequa- 
libus. Quod problema ut maxime difficillimum mihi quondam erat propo- 
situm a Cl. Pan. Bernoulli.®) Attamen hac methodo, qua in investigatione 
tautochronarum utor, etiam istud problema resolvi potest. 


PROP.OSITIO 50 

PROBLEMA 

432. In hypothesi gravitatis uniformis deorsum iendentis si deitir curm 
ANB (Pig. 64, p. 194), invenire eurvct/in BMF ei adiwigendmnf nt omnes descensus 
super hac curva composita ad A usqtie absolvantur aequcdibus temporibus, in quo- 
cwtque curvae BMF puncto descensus incipiat. 


1) L. EuiiBiii Oommenlatio 12 (indicia Enbstrobmiani): De irnmnerabiUbiis imttochronis in 
vacuo, Comment, acacl. sc. Eetrop. 4 (1729), 1736, p. 49; Lkohuardt Mvi.khi Opera omnia, 
series II, vol. 4. P. Si ' 

2) Vide L. Eunsiu Oommeniationem 24 (indiois EtnasTROBUiANi): Solutio singularis casus 
circa tautoohronismum, Comment, acad. sc. Petrop. 0 (1732/3), 1738, p. 28; LEonuARbi Evt.eri 
Opera omnia, series If, vol. 4. P. St. 

Leoniubdi Edi.bri Opera omnia II a Meohanica 
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1 


SOLUTIO 


Si descensus incipiat in infimo curvae quaesitae pnncto B, descensus 
Set per datam curvam BN A tantum; eius ergo tempori, quod eliam dabiiur, 

aequalia esse debent omnium descensuum tempora. 
Sit AB = a, AQ = u, AN == f dabiturque aequatio 
inter « et t. Pro curva autem quaesita sit BP = x 
et BM^s. Nunc in descensu quocunque sit coleritas 
in puncto B debita altitudini h; orit celeritas in M 
debita altitudini h — x atque celeritas in N debita 
altitudini a -{-i — 
curvam incognitam est 



Tempus ergo descensus per 


r ds 
Jy{i-xy 


ita integi-atum, ut evanescat posito a:=»0 et post integrationein posito a; = 6. 
Tempus vero per curvam cognitam BNA erit 




dt 


yia + l» ~ m) 


ita iutegratum, ut evanescat posito w = 0 atque post integrationein posito 
« = a. Expressio ergo postquam factum est x = b, ita debot osso 

coinpaiata, ut, si addatur ad expressionem temporis per BNA, ox aggregate) 
penitus egrediatur littera 6; turn enim totius tempus descensus orit quaiititas 
constans neque pendens a & seu a puncto curvae BMF, in quo descensus 
incepit. Sit integrals 

r dt 

postquam positum est u = a, aequale huic seriei 

k-yab-y /?&' + yF + 46 ' + etc. + ^Yb + 1;6 1/6 + db^Vb + Yb + etc. 

Qnare si descensus in puncto B incipiat, tempus totius descensus erit k 
0 evanescentera Ipsi k ergo aequale esse debet tempus totius descensus 
per cuiTain coinpositam, in quocunque curvae BMF puncto ponatur initium 
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doacensLis. Sit nunc curvae ciuaesitae BMF natuva sequeiite serie expressa 

ds^ — jldxYx — BxdxVx— Gx^dxVx — JDx^dxVx— etc. 

— Fdx — Gxdx — Sx'^dx — Ix’^dx — etc. 

PoHutui’ perixjheviae ad diametrmn ratio ti:!, quae vevera est — Y — 1, 

itji nt sit 

i/„l 


Pist voro post integrationem posito a:«Z» 


FAdxYx 1 CBxdxYx l-s [‘Ox^dxYx l*3-5_^^8 

jySZX-VTTi’'®* 


y(b — x) 2 • 4 • 6 


atque 


f- - ^^^FYI), \- 2 GbVh, Qic. 


l/(b-x) 


Y{b-^) 


Qiro igitur hornm ierminonim cum illis terrainis coniunctim tempus per 
BNA exprimeiitibua aggregatum aequetur ipsi k, termini homogenei b invol- 
vontes seae tolloro dobent. Fiet igitur 


siniilique modo 


atquo 


1 V .1 ^ “ 

nA = « sen .4 ■« -r- • ~ 

2 1 


jg 2 • 4 JS 2_.^6 ■_y_ 

^ 1.3 k’ 1-3*5 nr 


l.J. j=®44-4- etc. 


' 2 ' ' ^ 2 2 ^ 2*4 2 ^ 


2-4.6 2 


Quamobrem, cum «, (3, p V> ^ aiut quantitates cogmtae 

propter curvam ANB datam, babebitur pro curva quaesita BMF ista aequatio 

ds - (-l-aVi: + ®‘«-) 

- 1 (f + 1’/^ + 1^6 '»' + “*<=•)■ 


26 * 
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cuius integi'alis est 

3 _ rJ (Iwy* + /»!<’/* + 3 + etc.) 

— r + T’>*’ + + T-l'i “*''■) ■ 

Cuius seriei lianc do constructiouem: sumatur 

r dt _ r _ 

y(a—u) y(a-j- ^ — u)* 

ita ut evanescat posito «~0; turn fiat w==a et prodibit functio quacdiun 
ipsius b, Pouatur a;(l — ^f) loco b, et quod prodit, sit Ji. Tuiu inLogrntiii’ 
dum a; ut constans consideretur, ita ut evanoscafc posito ja—O. Doiiulo 
pouatur et prodibit functio ipsius x, quae erit 


7 (S 

Hocque modo prodibit aequatio pro cui'va quaesita. Q. E. 1. 


SOHOLION 1 

433. Constructio haec prorsus siugularis, sed facilis tamon, S(U[ultni' o.v 
ea uietbodo, qua usus sum in aequatione a C. Riccati quoiulaui propoHita 
constiuenda ), atque bac potissimum gaudet pracrogativa, quod, (|naocuu([uo 
fueiit curya data, quaesita eius ope semper possit coustrui, otiamsi aequatio 
ipsa, quae pro curva invenitur, minime saepe tractari possit. J)at praotoi'oii, 
statim aequationem flnitam earn, quae alias ex summatione seriorum invonii'otui'. 




434. Si in aequatione pro curva BMF inventa pouatur a; == 0, orit 

-fda: 


ds’ 


J ^ ^ dx^ 0 orameat» acad. so. Petrop. (I oqi r 

BwmOiwm omnia, series I, toI. 22. P. st. ^ ^ 
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undo iiiclinaijio cui'vae in JB ad verticalGni BIB innotescit. Quo igituT appa- 
roai, (juomodo liae duae curyae invicem cohaereant, oportet quoque positio- 
nem iangontis ciirvae ANB in B determinare. 

COROLLARIUM 2 

435. Sii et BN^^q (Fig. 54, p. 194); erit dt = — clq et 

a — Unde tempus per BNA erit posito in hoc iutegrali 

p ^ a. Sit in ipso puncto B dq = Ldp] erit generatim dq — Ldp + Pdp 
existenio P tali fnnciione ipsius p, quae evanescat posito p==0. Videamus 
ergo, ovanescente p qualem terminum haec aequatio 

/’ dq r Ldp 

J y(p + p)~J Vib + p) 

producat. Prodit autem posito p = a 

2£y'(& + a)-2il/6, 

undo in aorio initio assuinta prodit terminus —-^LVb [§ 486], qui convenit 
cum erit ergo 

JS = — i- et dq = . 

Ex quo intelligitur curvam datam et quaesitam in puncto coniunctionis B 
coinmiinom habere tangentem. 

SOHOLION 2 

436. Dixi 2LV{b a)-~2LVb in serie dare hunc teminum ~2LVb', 
nam y{h + a) dat terrainos hos l/a+-|^~+ etc. cum aliis comparandos. Hie 
autem solus terminus Ldp dat terminum huius formae ^Vb. Quare ex eo 
tantum de inclinationo curvae in B concludere licet, 

SOHOLION 3 

437. Constructio curvae quaesitae, quam dedi, etiam hoc mode immutari 
potest: scribatur, postquam in integrali 

r dt f dt 

J }/(» — «) J ■)/(a+6 — m) 
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positum est «=a, loco h hoc xn et vocato eo, quod prodit, E integretur 

Itdz 


in quo X lit quantitas constans tractetur, ita ui evanescat posito = 0. 


Turn ponatur z=l atque id, quod provenit, aequotur ipsi 


i|7a 


hacquii 


ratione plernraque commodius aequatio pro curva quaesita obtinetur. 


erit 


EXEMPLIIM 1 

438. Sit curva data ANB cyclois, ita ut sit 
;==2l/c« seu = 

ycu 


r dt 1 

r._. / 

^ duYc 1 

^ duYc 

y(a—u) 

h — w) 

y(au—u^) >/ 

y(au + 'bu — u^) 


y ^ j (t — 2 » — 2 ]/(«^ — ga) _ ,/ ia-\-h — 20 ,- 2 ]/ (ti^ — au~bu) 


Ponatur u = a et habebitur 


)/_ 5 , ( - 1 - y- c . i 

a + 0 

= ttI/c — 2 V — c • I (/&■— V— a) 4- y — G-l(a-\-b) 

^nYo + V-c.iyp^p^. 

yi-Y-a 


Ponatur xs loco b et habebitur 


quo multiplicato per 
habebitur 


yx0-y~a 


1/(1 -«) 


ndzYc dey— c jYxz + Y—a 

y(i-0)'^ y{i-g) yx0-y-a 
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Curas integrale est 

— 27t 1/0(1 -^)^2Vc{z-~ i)4^-±?^”- - 

'^xg-'V-a -j/jB y(g~i)-y^ 

_ 2 y- , y- .(1 - .) - v^t+ + i„Vc-iVeV-i-i-i, 

\/x ■)/— a(l — g) yg(a 4- x) 

qui rluo ultimi termini sunt inter se aequales ob 7t == ]/— 1 ■ i — 1. Pouatur 
nunc 0 =‘1‘, habebitur 

— 2 yac 4 2 l/c (fl -f ^ 

— 71, 

y* 

quod ac quale est ponendum ipsi ^ • Hinc provenit ista aequatio 

s = ~ 2 |/ac + 2]/c(a + x) 
sen 

s 4- ^JVi? - ANBM^ 2l/c(^D 4 ^-P)- 

Ex quo patot ourvam BMF esse continuationem datae AND, ita ut con- 
iiinctao totam cycloidem constituant; id quod ex natura tautocbronismi, cui 
cycloifi satisfacore inventa est, per se sequitiir. 


EXEMPLXJM 2 

439. Sit linea data ANB recta ad horizontem utcunque inclinata; erit 
di’=‘ ndu atquo 

r __ C «dM ^2nVa—2n\^{a—u)~2nV{a-\-b)-\-'^nV{aA-i-~u). 

•J y{a — u) Via -I- b — «) 

Pouatur w = u atque h = xz’, erit 

Ji = 2«l/a 4 2w ]^xz — 2n V{a 4 »^)- 

Ciuamobrem erit 

/ r gdg Q C adg + xgdz 

= 4»y'a — 4»l/a(l — d) + ^J 'y(a-^a0 + xz~xg^) 
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-- f~,—^ -VO) — gfi}~ n , 


Est yero 

r ede 1 I 

'^{z — 2 J y(^g — g0j 

postq[uam in integrali positum est ^< = 1. At 

/ ' a dz + xzd e 

y(a—a0 + (ce— X0’‘) 

si post integrationein ponatur 0 = 1, dat 

Ya + ^A. 

2 Yod 

deiiotante A. arcum circuli radii =1, cuius sinus est • Quocircaerit 

ee a; ' n.-\- n\ 


a + a; 


hincque 


“ _ 4»y. + ,w V» - A.-^ 

Yx Yx 'a + x 


, 2nl/aa; »(» + «) , 2l/aa; 
s^nx A A. -A — 

Huius aequationis differentialis est 

2 ndxYa x 

3t ' aA-x ~ a'A-x »(» + ») 

Curva haec autem non ultra datam altitudinem poterit ascendore, nt in A’ 
usque, ubi erit ds = dx. Posito igitur ds = dx erit 


» • 


« 


1 1 ^ 2]/aa: 

~ X ■ d-f® 


Fiat ergo ut n\n—l ita seniiperipheria circuli, cuius radius est 1, ad arcum 
eiusdem circuli, cuius cosinus sit m) erit = m atque x = -v-i^ • Ut si 

fuerit angulus DAB 60®, erit n = 2 et w = 0 ideoque BE=^a = AD. 
Ex quo sequitur, si angulus JDAB fuerit maior quam 60®, fore x> a, 
at si ille angulus minor fuerit quam 60®, fore x<a. Geterum ex aequatione 
differentiali apparet, ut iam notavimus, in puncto B fore ds = ndx, turn vero 
perpetuo fieri ds < ndx usque in F, ubi est ds = dx. 
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COROLLAKTUM 3 

440. Si linoa recta BNA fnerit horizontalis, exit n = et a==0. Si 
autcm fit nya — Yf, erit 

ds — ^dxYfx 

X Jtx 

ex aequatione differential! inventa, cuius integrale est 


ideoque 



Curva ergo erit cyclois, cuius inlimum elementum curvae datae locum tenet. 


, COROLLARIUM 4 

441. Si aoquatio difforontialis 

^ , ndx . 2l/aa: 

as = ndx A. — — 

% a-^x 

rlenuo diffoi'ontiotur posito dx constante, prodibit 

dds = -- r- 7 — ' 

if{a-\-x)Ynx 

Ex qua aequatione seqnitur curvae in B radium osculi fore infinite parvum. 

SCHOLION 4 

442. Ex aequatione generali differential! 

ds = (^\aYx + l\l(3xVx + etc.) - (f -^-^i^xi- etc.) 

soquitur semper fore dds = co posito .'C==0. 
non fuerit a = 0, radius osculi curvae qua 
a = 0, tmn radius osculi curvae BMF in 



Ex quo in quovis exemplo proposito sta 
JS innoteacit. ; 

Ijkomharpi Eumsiu Opora omnia IIs Moohauioa 
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EXEMPLUM 3 

443. Si curva data ANB hanc habuerit aequationem, ui sit 

dt == Gti^dn, 


erit tempus per NA 

& — w) 

Ponatur « + 6 = /" et f — w — erit u === f — et 


r Gu’‘du 

T/{(j '\~h — m) 


„« _ f« ‘ r* 4- i-- ” - A /■“ - 5 

M— r ^ r > -r 1.3 / ' 1.2.3 




Oum vero sit 


du 


-* 2dr, 


erit 


l/(a + 6-«) 

r Cu^d a 

J y{a +Ji— m) 

Const. -2 ^(rr - + otc.) • 


Quia an tern liaec quantitas evanescere debet facto w = 0 sen orit 

quantitas ilia constans addenda 

_ 20/' ♦ (1 - j-j + -fTjTs TsTa- 7 — + *’‘4 ■ 

Ponatur nunc « = 0 sen r ■= Kfe atque loco seriei 

M 

. n , «>n— 1 , 

^ I's A 1 . 2.6 

ponatur N] prodibit totum descensus per BNA tempus 
~ 2G{f”Vh - ^ r-^hVh + ~ + etc.) . 


1^2-3*7 
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221-222] 


^ 20 N 


Resfcituatur a -\-b loco f et orieliur hoc tempua 

^ ^ • 4 ; 

+ j. ete. 

^ * 4 • u 

a-* Vb + ---a^-^byb + Vb | 

a<'-^b^Vb + etc. 

1 • o * 0 ’ 7 


— 20 


Haec igitiir aeries cum aerie assumta hoc tempua exprimento comparata dat 
/fi -= 2 GNa^ '^, a -= 2 GNa /? — 2 ONa " 

Z A * M. 

„ „ 11(2.. - 3) 2 i 

• 3 . 4*6 

^»=-2<7a", ;/-= -7 ~2C'fl’'~‘, 6 = ~-^"-^^^~-hG<(!'-^ etc. 

1 ‘ O 1*0*0 


Hinc oritur 


ds. 


■ %ON a!'dx 
a 


( (2« + 1) Va; (2n + l)(2H— l)a;i/a; 

l-Ya l-Z-aya 


1 _L (2n + l)( 2 a-l)( 2 H- 3 )a!Y ^ , ^tc 

1-3.6.aV» ^ ’ 

I /Y « 7 A 1 ws! 1 »(w — l)a)® , — 2)a:‘ , , \ 

+ Wix (1 + ---- + -i ^ + etc.) . 

Huius vero seriei posterioris summa eat Gdx{a -j- «)" huiusque inbegralia 


0(a + a!ri+^ 
«+l 


Quare post integrationem habebitur 


S =3 


0(« + a;)''+^ — Oa"+^ 

M+ 1 


iGNa^Yx /'(2n+l)x , ( 2 nH 7 1 )( 2 «— 1 )«® , (2«-f 1)(2»~1)(2« — 3)»* , 

TtYa \ 3 ' ’3-6.a 3.6.7- + etc, 
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TOMUS ALTER CAPUT II § 443-445 


[222-223 


Quae est aequatio pro curva quaesita SMF, quae toUes ex torminorum 
uumero finite constat, quoties n fuerit terminus huins seiiei y> Y’ Y’ 
Y etc. Est vero 

N^fdp(l-ppy, 

si post integrationem ponatur p — 1 . Hacque facta substitutione est 

Quare si fuerit » = — y , quia est 

/ dp 7f 

y(i —pp) 2 ’ 


erit ■jV = -|-; si n ===>—> ©I’it si 




3 . 6- Ji! . 


SI iP'- 


2 

2 


n==>j, erit si n = -~, erit 


erit IY‘ 


3.6-7-jc 


etc. At quia, si w = 0, est JV’=1, 

2.40 


iTY7J> 2 ’ ”4.6.8-4 

erit, si n = l, Jf== jj si }4 = 2, erit A^=|;g; si w===3, erit JV 
Tit si curva fuerit cyclois, erit n = — y ideoque erit 


86-7 


etc. 


s= 2<7‘)/(a + !»)- 201/a, 
ut supra invenimus (§ 438). 


SCHOLION 5 

444. Quancio igitur est dt'^^ Gu”du, hie valor pro s invonitur aique 
ex ipsa methodi natura intelligitur, si dt aequetur aggregate aliquot huius- 
modi terminorum, turn s aequalem fore aggregate seriorum a singulis ter- 
minis productarum. Hac igitur ratione, si curva data fuerit quaecunque, 
series est quaerenda terminorum huius formae Gii”du ipsi dt aoqualis. 
Atque ex iis omnibus debitus ipsius s valor obtinobitur. Ut si fuerit natura 
lineae datae ANB haee 

T, duVe , duVu 
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primus terminus dat C=yc et «=■ — y, unde fit 

s = 2y'c(a + a;) — 2y’ac; 

alter terminus dat 0 = - - et « = „- et JV = ^ , unde oritur 

yo 2 

2(0-1- a)’ — 2o]/o— 2®]/® 

^ 3-|/c 

Ourva quaesita ergo sequeute aequatione oxpriraetur 

_ 2(a-)-3c-|-®)'|/(a-l-®) — 2(0 + 30)1/0-— 2®]/® 


EXEMPLTJM 4 


445. Sit curva data circulus diametri c; erit 


di = 






y{pu~u^) 2 \ycn 2-01/0 2 - 4 -cyc 


Sumto nanc quolibot termino seorshn et inveniatur valor ipsius ds; liabe- 
bitur colligendis omnibus 


ds 


cdx 

'V 


i _|_ 1' _L etc, 

yc{a + x) 2-cl/c 2 *4 -0*1/0 

i • y® 1 • 3 • ® y® 3 ■ 1 • 3_;»l/» 
2.C)/c 2-4-c*ii/c ~ 2.2.4-c*yo 


Ex quibus sequens aequAtio nascitur 

y(Q, + ®)(c— a— ®) \y(c® — ®*) ycx) 

' ' • ^ 1 ] 1 

l>dx \y (ex- x^) ^/o^ 



W /A X 

]/ca; 

_ 1 ^ i _ 

1-2-3'^®'' \y(c®-®*) yo® 2-oyo 

Quae expressio in multas alias formas trai 
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TOMUS ALTEE CAPUT II § 446-447 


[224 


PROPOSITIO 51 

PKOBLEMA 

446. In hypothesi gravUatis nniformis deorsmi iendmtis si dekir ciimi 
quaeciinque AM (Pig. 55), invcnire curvam AN eimmodi, nl osdllationcs , qme 
peragunfur super curva composilu, MAN, sint omncs inter se isochro 7 iaed) 

SOLUTIO 

Sit datae curvae AM abscissa AF~u, arcus ro.spondons AM===>i] da- 
bitur ob curvam ilatara aoquatio inter n ot i. Deindo in enrva quaosita vlN 



ponatur abscissa AQ = x et arcus AN^s, lam. in oscillationo quacuiKjue 
sit coleritas in piincto A clebila altitndini b orltquo tompns ]mr MAN 


J y(b — tt) yo ) — (B 


y{h~v) ' J y{h-x) 

Atquo si in hac exprossiono ponatur « = i ot ca^b, jn-odibit tompus unius 
semioscillationis; quod cum deboat osso conatans, ox formula id oxpriinonLo 
littera b prorsus evanescere debot. Ponatur 


dt> 


, (Ig , 

Yu 


dx |//t 

Yx 


Qdx 


eritque tempus unius semioscillationis 

f I f .L /; 

YtJbn—vI) *J Y(bx—x^) V 


Pdu r Qdx 

J V 


Y(bu~u^) ■)/(&a:— S5®) ^ Y{b — u) — a:)’ 

1) Vido L, EuijEri Coramonlationom 12 (indiois Enbotrohmiani); T)o inmimerahilibus ctirvis 
lawtochronis in vacuo, Oominont. aoad. sc, Vetrop. 4 (1729), 1736, p. 49; ImNUAROi J<]ur.Kicr 
Opera omnia, series It, vol. 4. P, Si 
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posiquam posiium eat ti = b et » = Huius autem expressionis duo priores 
termini iam ita sunt comparati, ut b ex iis evanescat facto « = & et x = b\ 
dant niinirum nYf-l-nVli deiiotante n peripheiiam circuit diametri =1. 
Quai'o si poateriores tormini ita fuerint comparati, ut sese destrnant facto 
u ~h ot X = b, liabebitur id, quod quaeritur; ai P ei Q tales necease est 
aint quantitates, quae b non involvant, quia in aequationes curvarmn iugre- 
diuntur. At erit 


r Pdu r Qdx 

Jyih-x)~ 


factiO u = b et x^b, si Q talis fuerit functio ipsius x, qualis P est ipsius u. 
you, cum nihil impediat, quo minus poni possit « = fiat x = u oportebit- 
quo esse Q = P, Datur voro P ex aequatione curvae AM datae, quippe est 

*. y* 


Quocirca pro curva quaesita haec habebitur aequatio 

y« yu 


sou 


s + f = 2y/tM + 2y/'w; 


ox qua aequatione doterminatur natura curvae quaesitae AN. Q. E. I 


COROLLARIUM 1 

447. Suinta igitur J.P=«'=“« (Fig. 56), cum sit AM=t et AN~s, eiit 



sou summa arcuum oidem 
quadratao ox abscissa AP. 


abscissae respondentium proportionalis est radici 
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TOMUS ALTER CAPUT n § 448-453 


r22e-227 


COEOLLAEIUM 2 

448. Curva igifcur quaesita AN I) ita debet esse comparata, ut smnma 
arcuum AM -i- AN aequalis sit amii cycloidis eidem abscissae AP rospon- 
dentis. Ex qua pi’oprietate sponte fluit omnes oscillatioues esse isochronas. 

COEOLLAEIUM 3 

449. Tenipus ergo unius oscillationis aequatur tempori descensus super 
cycloidej cuius in infimo puncto radius osculi est 2 (]//’+ Sen pendulum 
huius longitudinis producet soinioscillationes minimas isochronas oscillatio- 
nibus super curva MAN. Pendulum vero longitudinis {Vf Vlif 
peraget totas oscillatioues isochronas. 

COEOLLAEIUM 4 

450. Quia quantitatem h pro lubitu accipere licet, infinitae curvao AN J) 
satisfaciunt; atque etiani ea poterit deterrainari, ut teinpus oscillationis ait 
datae quantitatis. Ut si una oscillatio isochroua esse debeat oscillationi 
penduli longitudinis erit 

X « 2 (V/ -{- yiif ideoque Vh =» — Vf. 

Quare L mains esse debet quam 2f, 


COEOLLAEIUM 5 


451. Si data curva AM fuerit cyclois seu altera curva AN 

y« 


erit quoque cyclois quaecunque; fit enim = Atque super duabus 

huiusmodi cycloidibus non solum integrae oscillatioues erunt isochronao, seel 
etiam singuM ascensus et descensus super qualibet cycloide absolvonlur 
eodem tempore. 

EXEMPLUM 1 

452. Sit curva data AM recta utcunque ad horizontem inclinata, ut sit 
dt=^ndi(.; prodibit pro curva quaesita- posito ]/- loco Vf+Vh haec aequatio 


ds 




)/2m 


■ ndH 


dxYL 

y2x 


ndx. 
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Quare si vocoiur PN — y, erit 


dy = dx |/( — — -1- ~ l), 

' '^2a: y^x ^ 


tibi clenoiat longitiidinem pencluli isocbroni; ex qua aeqiiatioue ciirva 
quaosiia potorlL coiistrul. Curva autem iu B habebit punctum reversionis 
ibi([uo iangoniem vorticaloin, quod babebitur sumendo AG= curvae 

voro in infirno loco A radius osculi est = L. 

ITic praoievoa notandum esb, si « = 1, quo casu linea AM fit recta 
vorticalis in AG incidons, fore curvam quaesitam algebraicam; erit uamque 


dy 


ciiius integralis ost 


dx'\/{L~'ity^Lx) 

y^x 


L (■)/L-2l/2a:)l/(L~2 |/2ia:) 


soil 


\)y^ — QLy = — QLy^Lx "b 24 :Jj£C iGxy^LXf 


tluao ab irrationalitato prorsus liberata fit quatuor dimensiouum. ^ Huius 
curvae ouspis J) babebitur sumendo AC = -^L, quo casu fit CD g 


EXEMPbUM 2 

403. Sit curva data AM circulus radii a; erit 

, . adu 

df t — ~~jT ■ ^ * 

■|/(2 om — M*) 


Hinc posito ]/ ^ loco yf + Vh erit 

duyi ^ 

y(2aw-M') 1/2* l/(2»*-*’) 

Ex qua aequatione sequitur 

dy = dxy " ^y(4a-2iB) ^ ^ 

LiiomtAnoi Eotfiiii Opera omnia Us Mechanica 


27 
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TOMUS ALTEE OAPUT II § 453-465 J^28 

Guspis cuvvae ^iVJD erifc, ubi est 

= 1 _| 

]/2a: ]/(2aa:— a;®) 

seu 

4(0* -f 2Lx^~ 16aa;“ + XV — 8aLx^ + 24o“a;® 

— 4aXV + 12a*ia: — 16a*a; + ia^L^ — 8a^L + 4a* = 0. 

Ponatm* L = a; flet 


a; = 0 et 4ic® — 14flfl;* -f- 17 a^x — 8a® = 0. 


At si L = 2a, eiit 

a?'* — Sax' + 5a®a:® — 2a®® — a* = 0, 

unde fit x = a = AG. Hocque casu longitude peuduli isoebroni est y-’) 


SCI-IOLION 

454. Si igitnr efficiatur, ut pendulum in buiusmodi curva compositii 
oscillatioiies peragat, eius oscillationes aeque erunt isoebrouao, ac si in 
cycloide moveretur. Atque banc ob rem quaecunque curva ad tauiocbi’O- 
iiismum adhiberi poterit. Restat in hoc negotio ista quaostio, quomaduKiduni 
curvam datam comparatam esse oporteat, ut inventa cum data unam curvain 
continuam constituat, id quod sequente propositione praestabimus. 


1 ) 


sequitiir 


Ex aequatione 

^^^1+ . 

y^x 1/(2 a 

4ar' — + 16a/vfl5' + 24aV 
— 4aZ^a? — 12a^Lx — — Sa^L + da"* = 0, 


Posito Z = a 

efc 4a?® — 20aa?^ + 41 — 32 a® 0; 

at si X — 2a, evit 

0?^ — 6 afK® +15 14 a^x — 0, 

unde concluditur valorem a: =*= a problemati non satisfacere, ?♦ St, 
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PEOPOSITIO 52 


PROBLEMA 

455. Jn hy^iothesi gravUatis tmiformis deorsum fendeiitis invenire curvam 
continuam MAN, super qua omiies semioscillationes dbsolmntur aequalihus teinporihus.') 


SOLUTIO 


Sill igiiiiv cnrva MAN (Fig. 56, p, 207) curva confcmua in eaque yiP = a; 
ol AM—t ct\j AN = s. Assuraalur nova indetermiuata z atque x et t ita 
donliUi' in z, ui< posita z affirmativa prodeat curvae pars at posita z 

nogativa prodeat curvae pars AN, Quia nunc pro utraque parte x eundem 
obtiiiot valorem, debobit x tails esso functio ipsius z, quae eadem maneat, 
sivo z affirmative sumatur sive negative, sen x debet esse functio par 
ipsius z, Doindo t oiusinodi esse debei functio ipsius z, ut prodeat s, si 
ponatur —z loco z. At quia arcus s in alteram partem axis cadit, eius 
valor orit nogativus rcspectu curvae AM] quare, si in valore ipsius t ponatur 
— z loco z, prodire dobot — s. Sit nunc R functio impar ipsius 4 ; et 6 eius 
functio par ot ponatur + fisf' — s = --R + 'S seu s = P— S; unde fit 

t s ==‘211. Sit longitudo ponduli isochroni =«*, quia est y2a =^y/'4- 
debebit esso ^ + s ■== 2 )/2a!r hincque erit R = y2aa; et x-= -^-. Qnia 
autom ® dobot esso functio par ipsius ex hac expressione id per se 
obtinetur; cum enim It sit functio impar, eius quadratum erit functio par. 
Sit igitur M^Z] erit Z’^V^ax atque 8 debebit esse fimctio par ipsius 
y2a'a! sou ipsius Vx. Quo facto habebitur ista aequatio 

s = y2ax — 8 


pro omnibus curvis continiiis tautochronis. Sit d8-:^^^] 
impar quaoounquo ipsius Vx. Quapropter fiet 


T functio 


, ad(c — Tdx 

as = — -t; 

y2aa: 


i) Vido L, EoiiHiii Oommeniationem 
iautoohronis in vacuo, Oomment. aoad. sc 
ZiiomAnor Euimi Opera onmia, scries 11, 


12 (indicis Erbstbobmiani): Do inmmerabihbus ciirm 
. Potrop, 4 (1729), 1736, p.49, vide praeoipue p. 60; 
Yol. 4. P. St. 


27 * 
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T0MUI5 ALTBE CAPUT II § 456-464 


[230-231 


atque 

, dx'\/{a^—2aT-\-T'^ — 1ax) 

posito JPN—y, Ex qua aequatioiie inflnitae curvae tautochronae continuae 
reperiimtui’. Q. E. I. 

COEOLLARIUM 1 

45G. Curva igitur hoc moclo invonta AN est tautochrona cum sui ipsius 
parbe continua A3I, Dantur vero per praececlens problema inflnitae aliae 
curvae AM, quae cum AN coniunctae oaciliatioiies isochronas proclucuut. 

COROLLARIUM 2 

457. Per praecedentem propositionem omnis curva AM, cuius haec est 
aequatio 

<-V'2c* + S seu dt~.^ + 4^, 

Yiox y^iax 

oscillationos isochronas cum curva AN producit. At harum oscillationum 
longitudo penduli isochroni est 

COROLLARIUM 3 

468. Inter has ergo infinitas curvas AM cum AN oscillationos isochronas 
producentes ea est continua cum A N, in quae est c = a. Atque longitudo 
penduli isochroni fit = a, ut assumsimus. 

COROLLARIUM 4 

459. Si ponatur c = 0, erit cum curva AN quoque tautochrona haec 
curva AM, cuius aequatio est 

u-^ 

seu i = S. Hocque casu longitudo penduli est -j • Quoties ergo est 
T’>=^Y2hx, toties quoque linea recta cum AN tautochronismum producit, si 
ita fuerit inclinata. ut anguli MAF secaus sit seu cosinus ^l/y* 
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COB.OLLARIUM 5 

4G0. Quia curva AN in puncto A ad axem AP uormalis esse debet, 
opni'teli, lit T ovanescat posilo a; = 0. Idem etiam sequitur ex eo, quod 
a — T doboat) ease quantitas afflrmaiiva, saltern in initio A. Si eniin T iieret 
infinitum poaito a; = 0, id quod infinitis modis accidei-e potest, ita tamen, ut 
S ovanescat posito x = 0, curva in alteram axis partem caderet cur- 
vaqiie in A haboret cuspidem et corpus, postquam super MA descendit, per 
I’olloxionom supei' AN aacenderet, qiiod esset contra naturam oscillationum. 

COROLLARIUM 6 

461. Si igitur T ovanescit posito a; == 0, radius osculi in A, qui est , 
oh s = y in hoc loco orit a ideoqne oscillationes congruent cum oscil- 
lationibus minimis penduli longitudinis a, ut assumsimus. 

COROLLARIUM 7 

462. Cui’vao portio AN habebit in D tangentem verticalem ibique 
ftuspidom; quod punctnm invenitiir ex hac aequatioue 

a — T= V2ax 

suinondo valori ipsiua co ox hac aequatioue. Altera quoque pars AM 

habobit cuspidem, si alicubi fueril- 

aA- T^y2ax. 

COBOLLABITJM 8 

463. Si fuerit ^=»0 et T-O, erit s<=^y2ax. Quare curva erit cyclois 
atque portio AN aequalis et similis curvae AM. Est eigo cyclois curva 
continua, super qua omnes oscillationes absolvuutur eodem tempore. 


EXBMPLTJM 

464. Sit T===y2i(c, quo casu curva AN quoque est tautochrona cum 
recta AG angulum constituente, cuius cosinus est Vy; erit 

adx~dxy^ atque 8=V'2a.a; ■ 


ds 


y2ax 


ya 
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|23‘i 


Habebitur autem 


dij = 


dxV {a^-~2a'^2bx- \-^hx — 2ax) 


Quae aeqiiatio etiam congruifc cum ea, quam in proposilione praococlonlio 
pro ciirva invenimiis, quae cum recta tautochrouam conatituat (§ 462), ai 
modo scribatur 1/ pro a et n pro V** • Quare si fucrit h = a, curva quoquo 
algebraica inveiiitur NAM, quae est tautocbrona, cuius aequatio esi 


7 I -1 /a—2y2ax 
dij-d^y 

efc iutegralis haec 

31/ = a- (Va. - 2 V2x) V(a-2V2ax). 

Quae est ea ipsa curva, quae cum recta verticali tautochrouam constitnit, iit 
supra invenimus (§ 452). Longitude vero penduli isochroni est == a, si corpus 
in hac curva oscilletur. At si moveatur super recta A C et parte curvao yl A^, 
longitude penduli isochroni erit ju. Atque si I) fuerit cuspis curvao, erit 
AG = -^a, alter vero ramus AM in infinitum ascendit. Praeter lianc oiir- 
vam tautoclironam algebraicam aliae vix inveuiri poterunt. 
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DE MOTU PUNCTI SUPER DATA LINEA 
IN MEDIO RESISTENTE 

PROPOSmO 53 

PROBLEMA 

4Gr). Si corpus sollicitetur deorsmn a potcntia tmiformi g in medio gimimque 
resislente, determinare motum corporis desccndentis super data curva AM (Pig. 67) 
et prcssionenit quam curva in singulis punctis sustinet. 

SOLUTIO 

PomiUiv ill vorlicali A 7^ abscissa AP = x, applicata PM = y et arcus 
A M =! s siiqiio altituclo celeritati corporis in M debita = v et resistentia 
ill M = iA ManifesUiin iam est ex capite praocedente [§ 93J, si nulla esset 
resistentia, fore 

dv ■== gdx. 

llosisteiiiia vero minuit boc celeritatis incre- 
iiiontiiiu oi aequipollet vi tangential! — iJ; 
oiusquo solins effectiia in hoc ^coiisisteret, ut 7* 
foret 

d,v — Rds. 

N 

Quamobrem si et potentia sollicitans g et re- 
sistontia li aiiibae simul in corpus agunt, erit 


A 



dv == gdx — Bds, 
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TOMUS ALTER CAPET El § 466-470 


[ 233 - 3^6 


ex qua aeqiiatione celeritas corporis in quovis puncto M est eriienda, Atquo 
si corpus in A ex quiete clesceudat, integratio ita est instituenda, ut IikiLo 
a; = 0 prodeat quoque v = 0. Yeruin si data cum celeritate corpus in /( 
descensum inceperit, in integratione efflci debet, ut posito x — 0 liat v 
aequalis altitudini debitae illi celeritati initiali. Cum autem iuventa fuorit 
celeritas corporis, habebitur simul tempus, quo quivis arcus AM absolviUir, 
sumendo J^-^- Quod ad pressionem, quam curva in M sustiuet, spocdal., 


curva in M dupliei vi premitur, vi centrifuga scilicet et vi normali. I*onannm 
curvam esse convexam deorsum et elementum dx constans; erit longitiuU) 
radii osculi in contrariam partem normalis MN directi 


( 1 $^ 

dxddy ’ 

unde vis centrifuga erit 

ivdxddy 


qua curva secundum directionem MN premitur. Secundum eandem vnro 
directionem curva premetur a vi normali, quae est 

gdy. 

~ ds ’ 


vis normalis enim a potentia absoluta g tantum oritur, quia dirouliin 
vis resistentiae est in tangents sita ideoque nullam vim normalem gomu'iit. 
Conseqiienter tota vis, qua curva in M secundum directionem normalis N 
premitur, est 

__ gdy I 'ivdxddy 
~ d?~" " 

Q. E. I. 


OOEOLLARIUM 1 


466. Bxpressio ergo vis curvam prementis congruit cum ea, quam in 
vacuo invenimus [§ 831. Neque tameu curva in medio resistente eadom vi 
premitur qua in vacuo ob celeritatem, a qua vis centrifuga pendet, quao a 
medio resistente variatur. 


OOEOLLARIUM 2 

467. In isto descensu corpus non ut in vacuo maximam babet cehnn- 
tatem in puncto B, in quo tangens est borizontaUs, sed posito dv = 0 locus, 
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in quo corpus maximain habot coloritatem, iuvouituv ex liac aequatioue 

gdcD =■ fids seu ~ = ~ 
ds (j 

ill 00 puucLo, ubi sinus anguli, quern tangens curvae cum linea horizontali 
conslituii, esl ad sinum totuiu ut potentia absoluta g ad resistentiam R in 
00 loco. 

COROLLARIUM 3 

468. Oelei’iias corporis igiiur augeiur usque ad hoc punctum, in quo 
celoriias osL maxima; ulka voro hoc punctum celeritas iterum decrescit, quia 
turn Rds excedit gdo) ot hauc ob rem fit dv negativuni. 


COKOLLAEIUM 4 

469. Si rosistentia fuorit ut potestas quaecunque celeritatum, cuius ex- 
ponons osi 2m, ot si medium resistens fueiit uniforme, cuius exponens sit It, 
ubi I ost altitude coloritati debita, quacum corpus movetur, resistentiam 
patitur vi gravitati nequalem; hoc ergo casu erit 


atciue ista habobitur aoqnatio ad motum deflmendum 


dv = gdtt — 


v'^ds 


I 


m 


COBOLLAEIUM 5 

470. Sin autom abscissae in axe BQ capiantur fueritque BQ^x, 
QM<=^y et BM-===s, propter harum quantitatum differentialia negativa 

rospoctu priorum habobitur 

di) =: — gdx ” 1 “ Rds> 

Quae aoquatio ita est integranda, ut posito a> = 0 flat = si 
celeritas in S, quam corpus in hoc pimcto obtinet, huic altitudim fuent 
debita. At prossio secundum MN, quam curva sustinet, est 

gdy ivdxddy 
““ ds» 


LiioNHAiiDi Kui.isni 0]JOia omnia Ila Mechanica 


28 
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TOMUS ALTER CAPUT HI § 471-474 [236-237 


COROLLARIUM 6 

471. Si medium fuerit uniforuie, cuius exponens sit k, resistentia vero 
functioni cuicuuque ipsius v, quae sit V, proportiouaEs, sumatux' K talis 
fxxnctio ipsius li, qualis V est ipsius v\ exit resistentia ■B== ^ ideoqne 
habebitur ista aequatio 

(Id = — gdx + 

sumto axe SQ. 


SGHOLION 1 

472. Formulam hie duixlicem iucrementum celeritatis exhibentem dedi 
pro duobus axibus AP et B Q, quia in sequentibus inox hac mox ilia utemur. 
Scilicet quando descensus semper fit ex fixe puucto ut A, utemur priore 
formula AP pro axe sumente. A.t si in eadem curva plures descensus ad 
punctum fixum usque B sint considerandi, ut in motu oscillatorio usu venit, 
posteriore formula utemur, in qua BQ pro axe habetur. 


SGHOLION 2 

473. Quia formula, ex qua motus corporis super data curva determiuari 
debet, ita est comparata, ut indetorminatae paucis casibus a se invicem 
separari quoant, saepe ex ea nihil, quod ad inotum spectat, conclndi licet. 
Quamobrem eos tantum casus evolvere convenit, quibus aequatio 

dv == + 


vel separari vel integrari potest. Hi autem casus omnino ad tres casus 
generales reducentur. Primus est, quando linea, super qua corpus movetur. 
est recta; turn enim ob ds = ndx aequatio transit in hauc 


"f* JLdv 
gK~nV 


dx, 


in qua indeterminatae sunt a se invicem separatae. Secundus casus est, 
quando in V unicam tantum obtinet dimensionem v; turn enim aequatio 
integi’ationem admittit Tertius casus est, quando tarn v quam aequatio pro 
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curva ita est coinparata, ut in aequatione v et a: ubique eundem dimensionum 
numerum conatituant; turn onim per regulatn notam Bernoulliakam^) indeter- 
minatae a ae invicem posauni separari. Hoc autem evenit, si in Yds tiuica 
fuerit dimensio ipsarum v et a;. Praoter hos qtiidem casus ossent duo alii 
integraiionem admittentes, sod qui line non pertinenl. Primus est, si resi- 
stentia evanescit, qni vero casus in praecedente capiie iam sufficienter est 
pertractatus. Alter casus est, si potentia sollicitans g evanescit; de quo 
autem non est opus, ut agamus, quia motus super quacunque linea congrnit 
cum motu super linea recta, de quo in praecedente libro iam satis est dictum. 
Praeterea quoquo multis casibus aequatio separationem admittit, si fuerit 
V=v^, quoties scilicet aequatio pro curva ita est comparata, ut aequatio 
ad casum aequationis, quam quondam Com. Eicoati proposuit, potest reduci. 
Gleneraliter vero etiam potest in hoc casu celeritas per seriem exliibori atque 
finita expressione definiri, quemadmodum ego generalem aequationis Eiccatianae 
decli construciionem.^) Quoties igitur natura rei requiret, praeter tres casus 
expositos subinde quoque hunc casum, in quo resistentia biquadrato celori- 
tatis est proportionalis, evolvomus. 

SCHOLIOH 3 

474. Quia haec de motu in medio resistente tractatio per se est diffl- 
cilis et intricata, non ad plures vis sollicitantis hypotheses, ut capito prae- 
cedento focimus, earn accommodabimus, sed nobis perpetuo potentia sollicitans 
erit uniCormis et deorsum du’eeta neque de viribus centripetis multum erimus 
Bolliciti. Atque cum potentia sollicitans ponatur uniformis, medium resistens 
quoquo tale poni conveniet; fluidura enim, quod resistentiain generat, ipsam 
corporis gravitatom minuit, et si id non esset unifoime, potentia absoluta 
non recte nniformis poneretur. Deinde etiam propter eandein rationom cur« 
vam, in qua corpus movotur, totam in eodem piano positam assumemus, qno 
multas difflcultates nnllam utilitatom afferentes removeamus. 


1) loii. Bbrnoulm, De iniegrationibus aeqitaiionmi diffemitialium, ^lbi trculikir methodi aU- 
ouius specimen integrandi sinepraevia separatione indetermimtayimif Comment, aoad. sc. Petrop. 1 
(1726), 1728, p. 167; Opem omnia Tom. 3, Lausannae et Generae 1742, p. 108. P. St. 

2) Vido notam p. 196. P. St. 
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TOMUS ALTER CAPUT III § 475-480 [239-240 


PEOPOSITIO 54 

PEOBLEMA 

475. Si corpis perpekto solUciietur deorsim a potentia wiiformi g in medio 
quoeunque resistente, deterniinare motum corporis super data curva AM (Pif?. HH) 
ascendentis et pressiotiem, quam curva in singulis punctis M qyatitur. 


SOLUTIO 

In verticali AP posita abscissa AP = x, PM=‘y et AM—s ait alti- 
tude celeritati in A debita =1 eique in Jf debita atqno rosistontiu in 

M = R. Erit igitur, duni corpus ascondii;^, 
tarn potentia sollicitans g quam rosistoniia It 
motui contraria. Hanc ob rom orit Hiiiiili 
modo quo in praecedente propositiono 

dv==-~ gdx — Bds. 

Ex qua aequatione v ita clebet cletorminuri, 
ut facto » = 0 flat v =>1). Eoindo cum 
resistentia in pressionem, quam curva pali- 
tur, non ingrediatur, orit ut supra jU’ 0 . 4 Hio 
tota, quam curva in M soouuduin diroctionom 

= „ '^^dxddy 

ds 

posito dix> constante; ubi ^ denotat vim normatem et — vim contri- 

fugam, utramque iuxta JIfJV directam. Q. E. I. ^ * 



Fig. 68. 

normalis MN sustinet, 


OOEOLLAEIUM 1 

476. Li ascensu corporis ergo super quacunque curva celoritas oorpoi'is 
peipetuo imminuitur atque punctum curvae D reperietur, in quo corporin 
ascendentis celeritaa evanescit, si in aequatione dv = ~ qdx — Mds iroat 
integi-ationein ponatur t; = 0. 
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(JOIIOT.LARIUM 2 

' 177 . Si (;ov))UH Hiipiu' r.urva (baoonderet, liabevetur ista aequatio 


dv • (jda- - 1 - lids 

(ft 47 ( 1 ), I'x (|iin, inl.(Uligil,ur ivacoimniii non osao similom descensni ut in vacuo. 
SimI Hi roniHioiilria lioroL no|.'aUva .sou accolovans, turn ascousus similis forot 
tloHiuomiii. <iiiavo (loHoonaiiH in modio rosislonte congrUet cum ascensu in 
imniio lunl.imnhau nncolovaiilo ol. viciaaim. 

OOKOMAllIUM 3 

' 17 S. (iuoninni aoqual.io ])r() aaconau lioc iaiitum differl ab aequatione 
jini doac.iMiHU, (|Uod n'KiaUaiUa .It valorem induat negativum, intelligitur 
iindciiu ('.aniliuH, qiiibna aocpiafcio pro doaconau soparari vol integrari potest, 
iimltMn ipioqiio ao< 1 uati 01 uun ))ro aaconau aimili modo tractari posse. 


(JOItObLAlUlJM 4 


470 . Si fuorii. It ■ ■ , ovit ju'o asconsu aupor curva AM baec aequatio 


Al. pro doHoonau habotui* 


. • gdx — • .. • 


, . , Vds 

(I v “r 


t^imro Hi illii. uo<iiiiitio poborit integrari, simul quoque huius aequationis 
luilmbitur intogralo ponondo tantnm — A" loco K. 

SOllOLlON 

4 K(). Hocundum brea igitur casus supra memoratos, 

vouta vol soparari vol mtograri potost, tam ^7 De 

h'urlabimus si soilioob dotiir ctirva, super qua motus deu pomtur. 

. fm r al Lotoalia aollicitalo, ™i»tonUa ol p«o « 

r ir ' ortio «i .notas .lUacHlam proprioto. faoril pi'opoata, ourvam detei- 

S,:;... ;uao in cl* c-ooilnliao Uypothoai oalistaoial. P— 
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TOMUS ALTEE OAPUT III § 480-485 


[241-242 


alia problemata, in quibus harum quatuor rerum — resistentiae, motus, pres- 
siones et ciivvae — duae dantur, reliquae duae requiruntur. Habebimus deinceps 
quoque problemata indeterminata, quibus ortmes curvae requiruntur, super 
quibus corpus descendens vel eandem celeritatem acquirit vel eas eodem 
tempore absolvit TUm sequetur doctrina de lineis braebystoebronis atque 
tandem caput concludet de motu oscillatorio tractatio. 


PROPOSITIO 55 

PROBLEMA 

481. In medio resistenie tmiformi quocttnquc et hypothesi gmvitatis unifonnis g 
determinate motim corxyoris descendentis super linea recta AMB (Pig. 59) ad liori- 
goniem utaunque inclinata. 

SOLUTIO 


Posita AP=<c erifc AM s == nco', et quia medium resistens est uni- 
forme, erit resistentia JS = ^ 

A 


K 


Posita ergo altiiudine celoritati in M debita 



= u erit 

(§ 465). Unde fit 


, , nVdx 

dv «= gdx — 

Kde 

gK-nV 


in qua aequatione iudeterminatae stint a so invicem sepa- 
ratae; erit ergo 

f Kdv 
J gK- 'nV' 


CO 


in qua integratione efficiendum est, ut posito » = 0 fiat 
v = 0, si quidem descensus in A ex quiete incipiat. Sin vero babeat celori- 
tatem initialem, haec per integrationem est introducenda. Tempus per 
spatium AM est 

_ r ndx 

J Yv 

Posito ergo loco doo eiua valore in v habebitur tempus per AM 

(gK~nV)Yv^ 
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quod integrale ita ost sumendum, ut posita 1/^= celeritati initiali in A 
ovanoscat. Pressio veto, qiiam linea in quovis puncto M siistinet, est coii- 
stans, nempe aequalis vi normali 

= 1^-1 = 

ch n ’ 

quia vis centrifuga evanescit ob ddy^O, Q. B. I. 

COROLLARIUM 1 

482. Celoritas corporis ergo tarn diu acceleratur, quam diu est gK>nV. 
At si somel fuorit gK == n V, corpus neque accelerabitur neque retardabitur. 
Dimiiuietur voro corporis coleritas, si in initio A fuorit nV>gK. 

COROLLARIUM 2 

483. Si orgo corpus in A descensum a quiete incipiat, motus perpetuo 
cvoRCot, ita tainen, ut semper sit gK>nY, qnippe quae est ultima celeritas, 
quam descensu por infinitum spatium demum acquirit. 


OOROLLARIUM 3 

484. Quo maior ergo est angulus BAG, eo minor est ultima, quam 
corpus acquirore potest, celeritas. Maximam vero celeritatem ultimam, qua 
aoquabilitor progreditur, acquirit descensu super recta verticali AC. 


OOROLLARIUM 4 

486. Si resisteniia fuerit ut potestas indicis 2w celeritatum, erit Y =v 
ob unde ista habebitur aequatio 


C l^“dv 

J gli”' — n' 


r nh' 
J '(ale'” — 


gh”‘ — nv” 
dv 


(jflc'” — nif)yv 


alque tempus per AM 
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TOMUS ALTER CAPUT III § 486—488 


2-1 4 


EXEMPLTJM 1 

48G. Resistat medium in simplici ratione celoritatum; erit = 1 aUjiio 

, ^ ndxVv 

ilv == gdx — 

Hinc fit 


■j/fc 


_ f 2]/Z;i^ . ^gJc ^ (jY h 

— «]/y n gyii — nYv 


g ]//c — n Yv 


V'el per seriem 


2y , 2ttt)l/« , 2»^y“ . 2n^v^yv , 

X = — ~ — v" + OtC. , 


si quidem descensus in A ex quiete incipiat, Tempus autom per spatiinii 
AM erit 

— m ffy/c--nyv 

Quare si tempus per AM ponatur ==== t, erit 


nx 


+2n»-«y^ 


atque in serie 


f =-. ^^^Y^ I I . 2w*d* . , 

g 2(f/’)/ft 3g’^/c 4^//]//c 


Si ergo corpus in descensu per A£ acquisivit celeritatem altitudini b clebitaiii, 
ex liac reperitur altitude 

n «« gYh-nYh 

EXEMPLUM 2 

487. Resistat medium in duplicata ratione celeritatum; erit m - 1. ot 

a; f = 1 z _ PIL,. 

J gh — nv n gk —■ nv’ 

SI quidem corpus in A ex quiete ascensum inchoaverit. Quare, si e sit 
numerus, cuius logarithmus est unitas, erit 
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nx 



gii 

glc — nv 


atque 


'V = 


gh 


nx ^ 


ne 


Jiauc ob rem, si corpus in B habuerit celeritatem altitudini h debitam, erit 



glc, 

git — nh 


Aique si corpus per spatium infinitum descendat, habebit celeritatem altitu- 
dini debitam. Tempus vero per spatium AM erit 


J (alt — 


nltdv 


{glc — myYv 


Vg ^gli - 


Per series tarn spatium x quam tempus commode exprimitur; id quod 
generaliter pro quoYis valore litterae iti in sequente exemplo monstrabimus. 


EXEUIPLUM 3 

488. Sit resistentia ut potestas exponentis 2w celeritatum; ent 


lt»'dv 


qnao expressio in seriem conversa dat 

Ex qua invenitur 

® (2«» + 

Atquo si ponatur tempus per AM= t, quia est 


et'" 


di = 


ndx 


erit 


I I 

— ‘ /O/vM J- ^ 




t + (27^r+iy ^ + 1)9^ 

LBOKnABDi Eumhi Opera omnia IIs Meohanioa 
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TOMUS ALTEE CAPUT HI § 489 


1246—24.7 


PEOPOSITIO 56 

PEOBLEMA 

489. Besistat medmm in ratione qmmiqiie muUiplicata celeriiakmi datumqite 
sit puuctiDH A (Fig, GO), ex ([uo infinitae nectae AM. sint eductttCf cleiennitutTC 
curvam GMD huiusmodi, nt m'piis per qmmlibet reciam AM descendcns in 
inmcio M eandem habeat celeriiatem. 


SOLUTIO 


Sifc 2m expoBons potestatis celeritatis, cui resistontia osfc ])ropoi’Uonalia, 
clicaturque AP=x et AM=is et ijonatur 8 = nx. Sit altiiudo coloritati in 
M debifca = v, quae debet esse constans, scilicet ==» b. 
Erit ergo 

j h”‘(lv 

dx = -- 

gh”' — m”‘ 


(§ 485) denotante ut supra Ic oxpoiientem resiaiontia{^ 
et g potentiam sollicitantom deorsum tendonioin. Ad 
naturam curvae CM ergo invonieiidam oportot inte- 
grare aequationem 

1 



ita ut posito = 0 flat quoque » = 0, turn autem poni b loco v atquo ^ loco 
n, bocque modo obtinebitur aequatio inter x Gt g naturam curvae oxponons, 
Per sei'iem antem supra aequationem propositam integravimus (§ 488), undo 
posito b loco v babebimus 


g ^ (jw + lpF + otc. 


Ponatur q”' loco n et multiplicetur ubique per q; quo facto babebimus 
^ ~ g {m + l)<7*/r (2«i -P i)gV» 
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Sumantur differentialia et dividatur per hdg^\ habebitur 


~ "T "T „Bt8tH ■!" 


/c"* 


sen 


g ' g^h”' ' g^h^" 
qdx + xdq^ 


gJc’" — h'’'q” 


hle’'dq 


gif' — V'^q” 

A 

, m 


At quia est g"' = « et w = — , ponatur — j- loco q et prodibit 


a? 


1 “ m «» — 1 


1 - i 


X”' dg + [W — !)«("' X ”* dx = 

1 JJI ~ 1 


1-w wt-X ^ 

a; "• dg — iTf‘g”'x”‘ dx 


glf'x — If'g 

Quae multiplicata per x”‘ » abit in banc 

, , , , l}lff’'xda — hlfedx 

xch + (.« - l) 2 (te ■ 

Oolistructio autem curvae facilius scquitur ex aequatione 

r hlf'dq 

J gh"' — Z)”' 2 "‘ 

Supra autem habuimus serieni ipsi qx aequalom, ex qua patet, ai fuerit 
q”‘ = , turn aequari seriei liarmonicae 

1 ~| — "i ~:7 Hh "(T'^ — r ~7 "h etc, 
w + 1 ' 2w + 1 

ideoque esse x infinitum. Si igitur x est infinitum, erit 

2 X I”' ' 

ex quo perspicitur rectam AJJi fore curvae asymtoton et cosmum anguli 

r7» 

CAM fore =-~^- Verticis autem curvae 0 a puncto A distantia AG aequalis 
erit buic seriei 

^ + (W + l)g'^lf (2TO + 


Debet autem esse necessario 'b"‘<gJd”; alias enim vertex G a puncto A in- 
finite distaret. Q.. E. I. 
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[248—249 


OOROLLAEIUM 1 

490. Si applicata FM vocetur y, erit 

i// 8 I 9\ 4. 7. xdx-\-ydy, 

quibus valoribus in aequatione inventa substitutis habebitiir 

, , 0, , / Hs 2 7 llt”'y(xdy — ydx) 

xydy 4 - mx'dx + (in — l)ifdx = 2^ 

COROLLARIUM 2 

491. Ponatur in hac aequatione y^px\ transmufcabitur iaia aequatio 

xpdp 4 wdx 4 mp^dx = ~; 7 -“ » 

^ ylc”‘~h”<y(i+pp) 

l-2m 

quae aequatio per ( 14 PP) niultiplicata fit integrabilis; babebitur oniin 

l-2in 

,,,(1 I „-f.. _ f Uftdp^ l+pp) '- 

quae expressio per quadraturas effici potest. 


OOROLLAEIUM 3 

492. Si resistentia evanescat corpusquo in vacuo movoatur, fit k in- 
finitum; atque ex supra data serie iuvenitur qx^~-^ sen , undo (logiio- 

scitur lineain 031 fieri rectain borizoutalom. 

SCHOLION 1 

493. Quia autem ex hac aequatione generali parum ad cognibionoin 
curvae potest concludi, in exemphs specialibus haiic disqidsitionom ultoriuH 
prosequemur. Talia autem assumemus exempla, in quibus formula - 
integfationem saltern per logarithmos admittit, quo ad expressionos linitiiH 
perveniamus, ex quibus facile erit curvae naturam perspicere,^) 

1) Ex Lao paragrapbo concludi potest Euubro formulum Ootesiauam anno 1786 nolain niiii 
fuisse. P, St, 
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EXEMPLUM 1 


^ 4.94. Sit igitm lesistentia ipsis celeritatibus proportionalia; erit = 

Ponatur A C~ a; quia celeritas, quam corpus per AC cadendo acquii’ifc, de- 
biia esse delict altitudini h, erit 


(§ 48(5). Doinde voro erit 
atque 


a - - 21/6 A: + 2g1c I 

gVlc - Yh 


]/, = £ seu 5=^4 


qx 


J gYlt — yiq^ 


quod integralo ita est accipiendum, ut posito g = x seu j = 1 flat x = a vel 
eius valori assignato. Erit ergo 

qx=^~2Vh]cq-\-2glcl , 

gyle —yhq 

& s 

quae aoquatio loco q substituto abit in banc 


Si lit 


= _ 2^1/6/i: + 2 gU I — . 

^ gxYk - gY^ 

x^a = -2Vbk + 2gJil—fYL^. 

^ ^ gYk-Yb 


Fiat antem 2 ==' 1 + habebitur 

dx + xdl-- dqVbk + . 

A.t quia y- est cosinus anguli MAC, erit 1/^2== huins anguli. Quam- 
obrem incrementuin ipsius a? infinities minus est quam incrementum anguli 
MsA G incidonte MA in GA, ex quo sequitm* tangentem curvae in C esse 
borizontalom; buiusque curvae tangens in infinite seu asymtota erit AJE 

exisiente anguli £JAO cosinu Yt. Ceterum haec curva ex altera verticalis 
AG parte arcum habebit similem et aequalem ipsi GMJ). 
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TOMUS ALTER CAPUT lU § 496-497 [250-261 


SCHOLION 2 

495. Generaliter quidem etiam oatendi poteai ciirvao Langontem in 0 
ease debere horizontalem. Poaita enim in serio no oxiivinionie habotuv 

h 6”' 1-^ 

^(7= — -f. p:prx7m + Otc, 

Augeatur n elemento dn; babebitur mcrementum momonianouin ijiaius AO 
~ («H- (2}tt -PlV'/c''"' + 

Bat vero ~ coainus anguli MAG ideoquo sinus = |/24« posiliO 

1 + dn loco n. Qaamobrem incrementum ipsius A 0 inlinil.ios osfc minim 
quam. incrementum anguli; atque ideo .4(7 normalia orit in curvani .DAI (I 


EXEMPLUM 2 


496. Sit resistentia quadratis celoriiatum proporlioniilis; orit m 
poaitoque AG=a erit 


gh 


Deinde vero est 
atque 

Habebitur ergo 
unde sequitur 


h^gk 

(l = n 


(i-eO* 






X 


glc 




glcx 


h '^glc-fq ''"'gJcx-hf, 




ghx — 1)0 




e^0 {e * — l) 




posito ^oco i eius valore in a. Ad curvam autom constrnonriam commo- 
dissime adtubotur haec aequatio 




gk 


gh^hq* 

in qua s est .4Jlf et q est secans anguli MAG, 
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SCHOLION 3 

^ 497, In solutione problomatis ad inveniendam aequationem curvae CMD 
uHi fmiiiiis sonei cumsdam siunmatione; eandem vero aequationem sine sei-ie- 
bxis scrjuenti modo elicere licet. Quia est 


J glc^ — nv^ * 


Ivaoc ipsa aequatio exprimii naiuram curvae quaesitae, si post integra- 
tionom ponatur v <=h ot ~ loco n, Quamobrem si 


f~ 

J ah”' 


'ilv 


git!" — nv” 


dl{rorentiGtur, posito non solum v, sed etiam n variabili, atque turn ponatur 
V constans = & loco n, babebitur aequatio differentialis pro curva quae- 

siba. Ad hoc ofiiciendum pono w = , quo prodeat 


OJ 


Pouamus bi'evitatis gratia 


J gh'"p’’' — V'” 




glf'p”' — V”' 

nitque aequatio differentialis haec 

dx — Pdv + Qdp, 

si otiara p variabilis accipiatur. Quia autem P est functio nullius dimensi- 
onis ipsarum et p, erit 

x = Pv-\- Qp 

ideoque 

P P 

Hoc igitur loco Q valore substituto prodibit 




^ I 


Kestituatur n"* loco p et orietur 


, , , mh”'ndv + h'"vdn 

mndx+xdn^ — > 
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in qua aequatione n aeque variabilis est assumta ac v oi a;. Nunc ponuljiir 
v^b, (lv = 0 et w = 4 atque habebitur ista acquatio 

Oi/ 


xch + {m — l)zdoo == 


hli'"{xd(i — edx) 


quae cum aequatione supra inventa congruit. 


PBOPOSITIO 57 

PEOBLEMA 

498. Si resistentia fuerit in qmcunqtie mnUipUcata rationo celcriiakm, in- 
venire curvam AMG (Pig. 61) hum propriotatis, ut corpus ilcscendcns super 
quavis siibtensa AM date tempore ex A ad M perveniat. 


OUJJUXXU 


Ducta verticali AG ponatur AP^x, AM^g Hitquo PoHita 

altitudine celeritati in M debita =v et resistentia - eit l,()ini)iiH, (fin, 

corpus per AM descendit, = t, quod (lobot osso quanliitiiH 
constans. Habebimus ergo ox praocodontibus 





C h”'dv p 


nt'ilv 


(§ 485). Quocirca ad naturam curvao AAfO invonioiidain 
opus est, lit utraque aequatio, si fliai potest, ro ijma 
Pig. 81 . integretur et valor ipsius v ox altora n,oquationo in altera 

kM V scribatur ; , quo facto 

^neado q™,„e « variabj,, et poetquam poeitum oeb - 0 ox cUmbue aomi« 

tiombus iuventis eUminari- debet « J. .1 . ox cluabus aoqna. 

> qio piodeat aoquatio n et x tantniu 
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coutinens, quae ob w | exhibebit naturam curvae quaesitae. Ad hoc po- 
natur n = ■ , quo habeamus 


^ - f AT"" . 8^ ‘-f- 

J —V”' J I 


h'”dv 




Quarum aequaiionum illius, sumto quoque p variabili, dififerentialis iam est 
invonta 


pdx — xd2) 


g]c<np"' — V"* 

(§ 497). Ad alteram aequationem differentiandam pono 


sitquG 


= F 

(fflmpm „ 

dt = Pdv + Qdp. 

Quia autoin F eat funcUo ipsarum v et |> dimensiouum — m — erit 

— «^) l = Pv-\-Qp 


atquo Mnc 


Q 


_{1 — 2wt)f 

■” 2p p ' 


Quo valoTO loco Q substituio prodibit 

^ l6”' {pdv — vdp) , (1 — 2m)tdp 

Sit umic t =» 2yc atque dt = 0; habebhuus 

/<r^ If'jpdo — vdp) 

Elirainetur ex his duabus aequationibus dp et proveniet 

pdx - xdp = (2m - l)p”'dpVcv 


seu 


Vv = 


pdx — xdp 


dr 


(2w— l)jp"‘dj)l/c (2w— l)p'" ^dpyc 
LfiONiunm Euwsm Opera omnia IIj Mechenica 


SO 
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TOMUS ALTEE CAPUT ni § 498-501 


[265~25(i 


posito X = rp. Substifcuatur hie valor loco v in aeqnatione 


vel in hac 


^ {gjc”‘p”‘ — v”*)y V 


dr h“'(pdv — vdp) 


p 


Oaau quidem, quo m = ^ sen resistentia celeritaiibiis proporiionalia, orilj 
2)dv=^vdp sen v = ap et 


P 


X 1 XX 

a sz ' 


unde sequitur fore qnaraobrem in hac resistentiao hypothesi cnrvii 

AMC est cii’culus omnino ni in vacuo. In aliis hypothesibus , nisi ro ipHii 
aequatio alterutra iniegretur, eliminata v habebitur aequaiio difforontio- 
differentialis inter z Qt x natnram curvae exprimens, Q. E. I, 


COROLLARIUM 1 
499. Si ponatur = erifc 

pdv — vdp ^ppdu. 


Atque Line erit 


V‘U < 


dr 


(2w — ’ 
qui valor substitnius in aoquatione 

liP'du 


dr 


git”' — u”' 


dabit aequationem inter p et r, ex qua aequatio inter x ai z formabitur. 


COROLLARIUM 2 

500. In medio ergo, quod resistit in simplici celeritatum ratione, appnrol 
curvam AMG esse circulum. Atque ideo in liac resistentiao hypothesi teni- 
pora descensuum per singulas circuli chordas ex punoto A ductas sunt inlor 
se aequalia. 
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-:>ri7j nM mo'I'u j'HNtm mnoii data linea in medio uesistente 


EXIilMPLUM 1 


noi. iS'il, I'dHiHliMitiii (nuulratis colfiriiatiini proporlionalis; erit 


lli([llO 


finii 


1 ’viu‘lpOi'oii. Yoro 


d(ui 


■X)^^ i 

11 gli—m 

/-. 2 KC- ^x/gl^Yxi^ 


Vgli-vVnv 




y'gh—Ynv 


unU(v nil 


/ iVu« Y 

^ / iVffd 

Ao'^’“-l-lJ 


n' 


MliiuiuiUii «')‘go V oil ^ ])OHiio loco n habohikir 

^ , 3 \ a 

„•_! -ij 

C=3 - 

[c + l) 


HdU 


Sl/j/ca; ; ^ ‘I" ~ ^ 

" iItTi-oV) 


111 luio oaii’va iwl 


/ \ fl 

yl 6 ” ' A. ( 




Vao 


(ic 




pi igiliuL’ poiiatur A('- 

Vso tY-OS 
2 ca*«e’'* - 1 - e . 


7 » = 1 


s 


80 * 
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TOMUS ALTER 

CAPUT III § 501-603 

uude erit 





/‘+y(e''“ 0 

seu 


(/‘+y(c^~-i)). 

Erit igitur 

Yxl{e^~j-y(e^-l 

)) = Y0 1 G‘‘‘^ -h y (e i)) 


aequatio pro curva AMG. Si resistoBtia fuorii valdo parva, orit k 
vehemeBter magna alqiie ideo 


/ + i) _ 1 + £■+ 1/(1. + £’,) _ I + 1/.'. -I- . « + 

2Zi ' \/c 2/c^' * h 9/; ' 


huiusque logarithmiis erit 


Simili mode erit 


Ye g]/g 

Yli 


h 2 A 


I (/'' + y (/ - 1)) - y® . 

^ ^ Yk -iuYh 


Atque hanc ob rem habebitur pro curva AMG haoc aoquaiio 

12fc 12fc 

seu 

\ ^ 6/« ^ U4/cV ^ ' 675 ^ Idd/c® 


^ 1 /^! 
4 / 5 ]/A; 


Undo perspicitur, si resistentia prorsus evanescat seu It Jiat infinite inagniini, 

foie a<s — g atque ideo curvam AMG circulum, At si medium rarissimuin 
fuerit, erit 

(ix(i^ -{- 6/5) =>= Qkis^ -[- 0^ 

et differentiando 

a(h{a + 6/5) = 12kgdg -j- 

Si nunc flat zdz^xdto, habebitur applicata PM maxima seu locus, itbi 
tangens cui-vae est verticalis, scilicet 


0’ + 6 ak = 12/5a: + seu x = --*1^ , 

12/5 + 34(’ 
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unde fit 


-s'. 


ex qua aequatione ipsius s valor qnam proximo est 


atqne 


jt t (<11^2 — 6) 
yg ' 4 l 8 Jc 


a (3]/2-4K p7,x_ « , (2~T/2)a'> 


Cui'va ergo latiasima est supra medietatem ibiqus latior est quam altitude A C. 


COROLLARIUM 3 

602. Si igitur linea recta vel ciirva lianc curvam AMG in AT. tangat, 
ita ut tota extra spatium AMO sit sita, corpus ex A ad earn lineain citius 
perveniet descendendo super chorda AM quam super quavis alia recta ex A 
ad earn lineam ducta. 


EXEMPLUM 2 


503. Sit m numerus affirmativus et resisteniia valde parva; orit k 
quantitas vehementer magna atque hinc 


ft?'' 


I , 
"r 


Quocirca erit 


X ■■ 


gk" — »v”* g ' gVi^' 

^ ^ ^^i/. 2n']/i> . 


Jti., 


atque t=^2Vc — — -- -}- 


g ' (2m + l)5r*7c'’ 


hineque prodit 


atque 


v^gx- et Vv = Vox - 


^ a; ^«r+i)F‘ 


His autem valoribus substitutia prodit ista aequatio 

Ygc 

)/» ^ (2»*' + 1)(2to + 2) ft™ (2 TO + 2)ft®*" 
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TOMUS ALTER CAPUT HI § 503-507 1259-900 


Quia vero est «==—•, habebitur iata aequatio 

r (JC« — 0 -\- ^ 

seu 

+(S+T)(2W)F’ 

si medium est rarissimum. ‘Unde patet, si resistentia penitus ovauescul, foro 
g^ = gcx seu curvam AMG circulum diameiri AG. 

SGHOLION 

504. Si igitiii' cognila fuerit curva AMG et dotur iinoa quaeciUKiuo, 
determiuari poterit recta AM, super qua corpus ex A celerrime ad diU.iim 
lineam pertiugat. Scilicet construenda est curva Alf G, quae datam linoum 
tangat v. g. in M; eritque recta AM ea recta, super qua corpus dosceiidtaido 
ex A citissime ad lineam datam perveniat. Atque simili inodo in ])rae(!<!- 
denle proldemate, si recta vel curva tangat curvam GI'J J) (Fig. GO, p.22G) in M, 
corpus ex A descon dondo per AM usquo ad lineam tangentoni cui-vam GM !) 
maiorem acquiret celeritatem quam descendondo super quavia alia recta ex 
A ad earn lineam ducta. Ex his igitur solvi possunt probloinata, ciuibus re- 
quiritur recta ex A ad datam liaeam ducta, super qua corpus descondeiidn 
vel maximam acquirat celeritatem vel citissime ad earn liiioani portingai. 
Qiiamobrem hisce problematibus non diutius immoi’abimur, sod nd usceiisuia 
super liueis rectis considerandum progredieinur. 


PROPOSITIO 58 

PROBLEMA 

505. liv hypothesi gravitatis miformis g et medio guocunque resisiente H»i- 
fwmi determimre motmn cor^om data cmi celeritate initiali ex A (Pig. G2, p. 2311) 
ascendentis super lima recta AS utcungue indinata ad liorimitcm. 

SOLUTIO 

Ducta borizontali AG et ex Jlf ad earn porpendiculari MP vocoliir 
Pikf=aa> sitque AM=nx. Sit altitude debita coleritati initiali in A 
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ot altiliudo dobiia coleritati m M =t); resistentia vero in M sit =L' His 

K. 

poaitis erit 


— gdx — 

(§ 479), unde habetur 

, -Kdv . r-Xdv 

‘'"-jJ+T.F ^-J-g-KTir 


hoc intograli ita accopto, ut evanoscat posito v = l}. Si 
doiiido pouaiur 'y==0, prodibit x = BG, ubi in puncto B 
corpus omnem celeritatem amittit. Tempus vero, quo corpus 
]) 0 ]’ AM ascendii, eat * 


=/, 


nKdi) 
{gK + nY)yv 


B 



A ? C 


rig. 62 . 


hoc iiiiegrali quoquo ita accepto, ut evanescat posito v = b', in quo si porro 
ponatur t; = 0, prodibit tempus totius aseensus per AMB. Pressio autera, 
quain liuoa A MB sustinet, ubique est coustaus et aequalis vi normali 


n 

Q. E. I. 

COROLLARIUM 1 

506. Si linea AMB fit horizoutalis, evanescente angulo BAG fietw=~. 
Posito igitur AM^ 8 = nx erit 

r-Kdv 

.=J- y- 

ot tempus, quo per AAI progreditur, erit 

~J rVv ' 


COROLLARIUM 2 

607. Si resistentia fuerit ut potestas exponentis 2m celeritatum, erit 
et K=lf'. Hoc ergo casu erit 

r — h”'dv 
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TOMUS ALTER CAPUT III § 507-611 


[261-262 


atque tempus per AM 


=/ 


— nl^'dv 

(</&'" + ]7i> 


GOROLLAEIUM 3 

508. Utraque haec expressio in seriem conversa dat 

b — V u(b ’”^^ — + — 4)2 »H 

X = __ ^ etc. 

atque tempus per AM 

__ ^»{Vb~Vv ) _ _ 

g (2m-i-i)gVi''‘ ^ (4«j-h l)( 7 ®/i:“"' 


Quamobrera posito «; = 0 erit 

b 


o — y — -t- (2T>rri)78p,n — ew. 


atque tempus totius ascensus per AB 


g (2«h"- l)^/c”' ® 


etc. 


EXEMPLTJM 1 

609. Sit resistentia celeritatibus proper tionalis; erit atque 

^ ^ r -dvY]i_ ^ %yu _ VtYhv , 2j/fc ^ gy±±n Vv _ _ 

^ •J oVk + nyv’^ « ■ M ■*“'«* (fYk-i-nYb’ 

Hiuc erit tota altitude BG, ad quam corpus pertingere valet, 

= I py]^ t . 

“ « gYl 

Tempus vero, quo per AM ascendit, est 

C — '>^ dvY'k + «!/?> 



2G2-263J DE MOTU PUNCTI SUPER DATA LINEA IN AIEDIO llESISTENTE 


241 


Quare tempus iotiiis ascensus per AMB erii 


g^/h 

Si igitur corpus super linea inclinata AC (JTig. 63) desceaclerit et celeritEite iu 
G acquisita fisceudat in GB usque ad B siique AG^ N-AD oi B C=n-BjB 
atque celeritas in G debiia altitudiui 1), erit (§ 486) 

ad — 

iV ^ JV* gYk-NYb 

AO 2 Ybk + i -f- , 

^ if gYk~NYb 

BB'= 

« H*' “ gYfc~' ' 

GB = 2 Ybk — . 

gYh 


n 


Atque tempus descensus per AO 

-zVki - 


oYk-NYb 

(cit.) ot tempus ascensus per GB 

-iVu ''1'''.+ . 
sVk 



Unde descensus et ascensus super linois rectis inter se comparari possunt. 


COROLLARIUM 4 

610. Si hi logarithmi per series exprimantur, patet fieri non posse, ut 
sit BB=AjD', est enim in quacunquo resistentiae liypothesi, ut ex seriebus 
(§ 508 et §488) intelligitur, BJE<~ et Al)>j- Fieri autem potest, ut 
siiAG^BG. ^ 

COROLLARIUM 5 

511. Bfflci autem facile potest, ut tempus descensus per AG aequale 
sit tempori ascensus per OB. Fieri scilicet debet • 

Tj-bonuaiibi Euubki Opora omnia II « Meohanica fll 
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TOMUS ALTER CAPUT III § 611-616 [263-2G4 

ngVh^NgVk-\-NnVh seu 

Est igitur w>iV seu ang. BO JJJ < scag. AG D. Rolatio autoiu inter N ot « 
pendet a celeritate in puncto G. 

COEOLLARIUM G 

512. Si antem angulus BGE aequalis fuerit augulo AOJ) sen 
tempus asceiisus per BG minus erit tempore descensus per AG. Atquo 
hoc generaliter locum hahet in qiiacuuque resistentiao liypobhosi; ost (mini 
tempus descensus per et tempus ascensus per GB < , ut ox 

seiiebus supra datis (§ 488 et § 508) apparot. 


EXEMPLUM 2 

513. Resistat medium in duplicata rationo celoritatuin; orit m ■ 
Quare habebitur 

J * - - ltdv _ 1c ^gk + nb 
gk-\-nv n g1c~\-nv 

atque (Fig. G2, p. 239) 


« gk gk 


Tempus vero ascensus per AM erit 


*""«■ I/”!) 


existente radio = 1 et J 
sus per AB 


denotante arcum circuli. 



Erit ergo tempus ti8(j(ui- 


Si nunc corpus super linea inclinata AG (Pig. 63, p. 241) descondorit ot nolcuu- 
tabe in G aoquisita, quae dobita sit altitudini &, rursus ascondat ]>or dJ} 
fueritque AG-^N-AD et BG===>n> BE, orit 


ABr^ 


k j gk 
N 


et 


AG^kl 


__gh 

glc—Nb 
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alque iempus descensus per AG 


(§ 487). Porro vero erit 


VNIc ^ yglt-\-]/Nh 
Vn VgTi-'VNh 


n gl g]c 


ot tempus asceusus per GB 


^ynlt 

Vo 


A.img.y^- 


(JOROLLARIUM 7 

r)14. In hac resistentiae hypothesi commode eflici potest, ut sit 
AC’^ B G; debebit eiiim esse 

QKjh = Ngli + Nnh sou n = • 

lOst igitur n';> N bincque ang. B GB < ang. A CB. 


EXEMPLUM 3 


515. Sit resistentia quam minima ot proportionalis potestati 2m celeri- 
tntum; erit h quantitas vebementer magna. Si ergo celeritas in G fuerit 
dobita altitudini h et AG=N>AI> atque BG-=n>BE corpusque super AQ 
doscondat et super GB ascendat, erit 





et tompus descensus per AG 


2Nyb 

g {2m + i)g^li'^ 


488). Pro ascensu vero erit 


et tempus per GB 


BB^ 


g~~{m+l)g^h^ 


2«V'& 2n®&'"y& 

(2w + !)<?“ A"' 


31 * 
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TOMUS ALTER CAPUT IH § 516-617 


[2(36—266 


(§ 508). Si igitur effici d&beat, ut sit AG^BC, oportot esso 


unde fit 




« = JV 4- 


(w-l-i)<yfc"' 


propter quantitalem It valde magnam. At quo tempus dosconsus por AC 
aequale sit tempori asceusus per OB, debet esse 

^ ' (2«i + l)gk'" ' (2 w -I- l)(jli''' 
seu 

o hm 

n=>N-]r 


SCHOLION 1 

516. In casu buius exempli, quo resislontia ost valdo piirva, ourva AMJ> 
(Fig. 64) potest delermiuari liuius propriotatis, ut corpus ox (J coloiiLaLo iiHi- 

tudini h debita aHCOU(l(3iido super quaviu recta 
CM ad curvamvlA/D povl,iugat. Posita oiiini 
CM 0 ot JIf /' ■= ;« orit « ^ atquo 



a! ' 


h 

(I 


hE)'" ‘ 


Quare liabebitur ista aoquatio 

„|_ l'jgl}]f>x — (m 1 ) (/“&"' 35 *. 

Sit OP = w et loco , , , 

(w-l- l)gli”' 

scribatur f; orietur 
seu 

ffyy ~ff)xx 2 ghx'‘-\~ gW 

Si ponatur y==0, erit et a!==!0 et a; = ^-~^ = 0.4. Ourva ergo etiam per 
punctum 0 transit, quae autem eius pars quaestioni satisfacero cosstit 
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proptor sequentos terminos neglectos, qui perperam negliguntur, si w seu 4 
fit quoquo valde magnum. Aequatio yero dat curvam ellipsifomem maxinie 
oblongam circa axem minorem AC descriptam. Vera autem curva liabet 
lormam cuius asymtotos ost horizontalis GE, si quidem est w>l, 

oiusque aequatio habetur omnibus eumendis terminis, quae erit 

xdg A- ” 1 ) isdx = , 

Si w < 1 , curva non in infinitum progredietur, sed incidet in GE sumendo 

( 1 — 

Nam si nt < 1 , corpus horizontaliter non in infinitum progredi potest, sed in 
distantia finita omnem amittit celeiitatem. 


SOHOLION 2 


517. Si^ medium resistens non sit uniforme, turn linea non esset recta, 
super qua motus facillime doterminari posset; idem quoque est notandum, si 
potontia sollicitans non fiierit uniformis. Ut sit potentia sollicitans =P et 
roaistentia = ^ , ubi Q talis est functio exponentis reaistentiae variabilis q, 
qualis F est ipsius v, his positis motus corporis super quacunque curva ex- 
primitur liac aequationo 


dv >= d- Fdx 



Eius orgo curvae, super qua motus facillime definitur, haec erit aequatio 


ex qua oritur sequons 


PQdx = Ads, 


Adv 



motum super hac curva determinans, in qua indeterminatae sunt a se in- 
vicom separatae. Quaro si etiam huiusmodi hypotheses persequi vellemus, loco 
linearum rectarum huiusmodi curvas hac aequatione expressas PQdx^^^ Ads 
assumore deberemus. Sed quia statuimus hypothesin potentiae sollicitantis 
ot rosistentiae uniformis tantum fusius pertractare, missis his ad eos casus 
progredimur, in quibus v unicam tantum habet dimensionem, id quod evenit, 
si resistentia proporbionalis fuerit quadratis celeritatum. 
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TOMUS ALTER CAPUT III § 518-521 


[ 267—968 


PROPOSITIO 59 

PROBLEMA 

518. In hypothesi gravitatis uniformis g et resistentiae guadratis celeritaium 
prcporlmalis descencht corptts super eurva quacunqtie AMB (Fig. 57, 215); 

determinm ems mokm et quam curva in singulis pmictis sustincL 

SOLTJTIO 

In axe verticali sumatur abscissa AP = so ei ponatiir arcus 
celeritas in M debita altiiudmi v et exponens resistentiae /c; erit rosistontia 
= y- Quamobreni ista liabebitur aequatio motum corporis exponens 

j 1 Dds 

dv = gdx j- 

(§ 465). id banc integrandam mnltiplico per c‘- eritqne infcogralis 

- r- 

c* t? = Je'‘ gdx, 

Ita autem snnii debet hoc integrale, ut posito s = 0 abeat v in altiiuclinoni 
celeritati initiali in A debitam. Si igitur descensus ox qniefco fieri poiiabnr, 

t 

e^gdx ita debet integraii, ut evanescat posito s = 0. Hoc itaque facto orit 

Zl 

v = ge'- Je’‘dx. 

Unde tempus per AM erit 

VuPdx 

Posito nunc PM—y sumtoque dx eonstante erit pressio, quam curva in M 
secundum normaiem. MN sustinet, 



Q. E. I. 
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COROLLAUIUM 1 

519. Presaio, qiiani curva sustiinet, in hanc formam potest transmutari 



e^Ayilx 


quae, postquam pro data curva integratiiiu est commodius ad quosvis 

casus accommodatur. 


COROLLARIUM 2 

520. Corpus in descensu maximara habet celeritatem, ubi est 
Hoc vero evenit, ubi est 

A ,■> * 

e'‘hdx=^ds Je'‘(lx 

seu ubi 

d.lfe^dx^^] 

*' k 

in quo puncto patefc tangentena non esse horkontalein. 


aOROLLAHIUM 3 


521. Si fuerit 


J'e’^dx > 


e * 


erit 

atque 


, «8’‘“'d8 , s'^ds 


S" , 8“+^ 


Quare si haec aequatio exprimat curvae quaesitae naturana, erit 

jfS” 

et tempus per AM 


,n^l 


— 1 a --n 
2 ^ S ^ 

(2 -»)]/?’ 

si quidena ii fuerit minor binario; nam si «==2 vel «>2, curva in A tan- 
gentem borizontalem habebit atque corpus ibi perpetuo permanebit. 
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TOJIUS ALTEE CAPUT HI § 522-52C 


[270—271 


COBOLLAEIUM 4 

522. Simili modo otiam perspicitur, si x fuerit poiestas quaecunqtiG 

a 

ipsius s vel liuiusmodi potestatum aggregatum, semper integrari posse 
atqae ideo celeritatem terminis flnitis exMberi. 


COBOLLARIUM 5 

523. Si autem abscissae in axe verticali B Q sumaukir et celeritns, qnaur 
coipus in. B liabebit, debita sit altitudini 6 praetoreaqne vocetur BQ = (c et 
BM^s, erit 

(it) « — gdx + —f~, 

Ic 

cuius integralis est 

e'' v<=b — gje^ dx 

integral! scilicet Jc * dx ita accepto, ut evanescat posito a; =« 0. I-lanc oh 
rem erit 

v = le’‘ —ge’’Je’‘ dx 

et tempos, quo in descensu arcus MB absolvitur, 



COROLLAEIUM 6 

524. Si igitur detur celoritas in puncto B, nompe Vh, invoniri potest 
in curva BMA punctum A, ex quo corpus desceudere incopit ubiquo celori- 
tatem habult = 0. Quaeri debet scilicet locus, ubi est 



Atque etiam expressio temporis 
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dabit tonipus to tins descensus per AM£> si post integi'ationem pouatur 



SOHOLION 

525. Diiplicem hie motum investigandi modnm ideo attulimus, ut tarn 
ad descensus ex dato puncto factos quam ad descensus usque ad datum 
punctuin, ut in motii oscillatorio fieri solet, accommodari possit. 


PROPOSITIO 60 

PROBLEMA 

526. JExistenle poientia sollieiimte -uniform et medio tmiformi resistente in 
dupUcala ratione celeritat-wni determinare vioiiwi corporis ascendentis super data 
ciirva AMD (Pig. 58, p. 220) et pressionem, qiiam enrva sustinet in singidis 
pimctis M, 

SOLUTIO 

111 linea vorticali ponatur abscissa AF — eo, arcus AM=s, celeritas 
ill A. debita altituclini 6 et celeritas in M altitudini v. Sit potentia solli- 
citans cloorsuin «= g et resistentia = ^ * His positis erit 

dv=‘~ gda} — 

s 

(§ 475), quae multiplicaba per e* clat integrals 

i’>v =^1) — gfe^ dio 

ita sumto da;, ut evanescat posito a; = 0. Hanc ob rem erit 

ri zl 

atq[ue tenipus ascensus j)or areuni A M 

^ e^^ds 

y{i — gfe^da:) 

LBOHUiitm Bulbbi Opera, omnia. Ila Mechanica, 


32 
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TOJ[US ALTER CAPUT III § 526-532 


[272-273 


Ex inventa celevitate habebitur pressio, quam ciirva in M secundum normalem 
MN patitnr, 

gdy 2vdxddy 

ds ds^ 

(§ 475) posito PM = y et sumto dx pro constante, Q. B. 1. 


OOEOLLAHIUM 1 

527. Posito ergo u = 0 erit 

gje’‘Ax=>'b, 


ex qua aequatione obtinebitur puncfcum J), quouaque corpus ex A ascendere 
poterit. Atque tempus fcotius ascensus per AMP babebitur, si in oxpressione 
tomporis ponatur 



GOROLLAEIUM 2 

528. Si in formula pressionem exbibente loco v oius valor inventus sub- 
stituatur, babebitur 

_ 2c * btlxddy , ^dy , 2ge* dxd dyjo’^ dx 
dc* ds ds“” ' 

Quae transmutari potest in banc formam 


2c* bdxddy . yds 


ds« 


+ 


d. 


^dydx 



COUOLLAEIUM 3 

529. Pro descensu vero, si celeritas in A debita quoque est altitudini h, 
pressio, quam curva in Jlf secundum normalem MN sustinet, est 


2e^hdxd dy 

ds® 


ge^ ds 
dydx 
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COEOLLARIDM 4 

630. Si igiiur tarn ascensus quam descensus respectu axis AP deftniatuv. 
aoquatio aacensum determinans trausmutari potest in aequationem descensus 
acribondo — ]c loco 1c atque vicissim. Quare si super curva AM descensus 
fuGi’ifc dotorminatus, habebitur quoque ascensus et vicissim. 

SOHOLION 

531. Qnia formulae ascensum ot descensum determinantes tantam inter 
80 haboni affinitatem, ascensus et descensus facile poteruut inter se comparari 
atquo idoo oscillationes super data curva determinari. Id quod in sequente 
pvopositiono, quantum generaliter fieri potest, praestabimus. 


PROPOSITIO 61 

PROBLEMA 

632. Sint curvae qiiaectcnque MA et N A (Pig. 65) in infimo puncio A con- 
ittneiae aiqtie corpses descendat sttper ctirva [MA et ascendat super curva] AN 
in medio resistente miformi secundnm quadrata celeritatmi; tnter se comparare 
desconsuni super curva MA et ascensum super cuiva AN. 



SOLUTIO 

Sit oetaitaa to 

"ir erit ^rporis deBCBndentis ederte ta K deb.ta 
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TOMUS ALTER CAPUT III § 532-536 


[274-275 


altitudini 

e’‘h — ge^Je^ ilx 

(§ 523). Corporis vero ascendentis super curva AN celeritas in N debita estj 
altitudini 

r'" ri: />! 

e * & — ge dt 

(§ 526). Quare si celeritates in M et N evanoscant, ita iit MAN sit arcus 
una semioscillatione descriptus, orit 

— = fe^ dx ot = fe^ dt. 

Si mine coneipiatur alia semioscillatio arcum mAn absolvens, in qua celeritas 
in puncto A debita sit altitudini 5-l-c?6, erit 


hinequo 




-AM 


Tj db --- „ dh 

o'- dx = — sen e ’’ • Pn = •— • 
9 - 9 


Similiter pro ascensu erit 
Ex quibus flet 


P» 


AM-^-AM 



Qgr=. 


9 ' 


sen 


Date ergo axcu MAN una semioscillatione de3cri|)to, si corpus in puncto 
proximo superiors nv descendere incijpiat, invenietur punctum n, ad quod 
supra N pertinget; erit nempe 

/I 

e * 

Q. E. I 


COEOLLAEIUM 1 

533, Si igitur MAN et in An fuerint duo arcus oscillationibus iiroximis 
descripti, erit semper Qq<Pp eoque minus erit Qq quam Pp, quo maior 
fuerit summa arcuum AM-^-AN Semper igitur quoque erit AQ minor 
quam AP. 
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COBOLLARITJM 2 

jur+jiJT 

534. In vacuo, quia ost A: = cvi, erii e =1; Betque Qg_ = JPp atque 
hinc AQ<=AP. Quare corpus oacillans in vacuo ad tantam ascendit aliitu- 
dinem, quanta orat ilia, ex qua descendit. 


COllOLLARlUM 3 


535. Si resistentia fuerit valde parva ideoque li veliementer magnum, erit 


Quare hoc casu erit 


AH-yAlf 

^ ‘ =1 + 


MAN 

I: 


Qa + — — = Pp atque Qq 


PxAk -MAN) 


COROLLARJUM 4 

636. Si punctuui 0 fuerit locus, in quo corpus descend ons maximam 
habet celeritatem, ibique ponatiii* JO = s, J8 = {6, orit 

^ eh ~ffe^ dx 
aeu 

Quare si corpus ex m descendat, erit puuctum maximae celeritatis in o 
existente 

dh ^ ge’‘ dx A' , 

existente dy «= ot> et jp radio osculi in puucto 0, aeu 

do a I 

— — e Ss H • 

9 P 

1) Huius aequcitionis looo pononda eat aoquafcio 

Itaque etiaia formulae sequentes corrigendae sunt P, St 
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TOMUS ALTER CAPUT HI § 537-540 


[276—277 


COROLLARIUM 5 

537. Tempus unius itus per MAN habeiur, si in integralium sumnia 

/• e^’^ds I* e^^’ds 

— If — 9 

ponatur 

fe’- dx = ^ atque J'e’^ cU=j’ 

Sicqxte proclibit tempus unius seniioscillationis, 

COROLLARIUM 6 

638. Ex dictis alia elegans sequituv proprietas, ut si corpus ex A colo- 
ritate Yb asceudat ad N atque ex N iterum deciclat per NA sitque colo- 
ritas, quam turn in A habebit, debita altitudini c, deinde ex A celoritate 
alUtudini debita ascendat pertingatque ad n, unde rursus doscendondo 

in A acquirat celeritatem altitudini c + dc debitain. Erit ergo 



AN j -AN 

^^±=.c~.Qq et .Qq 

9 9 ^ 

atque 

r. 3 db-dc 

Q‘i — ■ 

vel etiam 


dl -f 

dc 


SOHOLION 


539. Restat, ut hnec generalia ad exempla sen datas curvas accommo- 
demus, quo usus eorum eo magis pateat. Accipiemus autem pro curva data 

cycloidem tantum, eo qaoA J'e’’ d(c in ea facile possit exhiberi et aequatio 
quoque inter s et a; sit algebraica. Investigabinaus ergo tarn descensus super 
oycloide factos quam oscillationes, quo appareat, quantum oscillationes, quao 
in eycloide fiuntj ab isocbronismo discrepent, quippe quae in vacuo omnos 
eodem tempore absolyi sunt demonstratae [§ 191], 
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]MU)P()HIT 10 02 

IMIOIUjICMA. 

fi'iD. <SV/ runw diUa otfcloiH A (Hi (h’ig. ()()) swper hasi hormniali AB pro- 
iHiliithiiv (ditr.uU dtumv.fri (ll> liemipla corpusQua sipcr ca ex A descendat in 
mrd'io 1 nil Hi nth' i)i (Inpliaila ml hue ederilalim; delerminare mohm corporis 
di'Sirudiuliu. 



HOliUTIO 

Pomili, \iri) », A I,' •;<: (il. AI\h K orili ox nakra cycloidis 

N • wf • l/(rt“ • hou -• 2«s - ««. 

(It'lt'i'iliUi voro in l\I «lnl>iia nit alUlaiilini aj oriL 

/) > jicA J e^ ilx, 

stis 


Qtiia ail lorn i'hI. 
I Til. 


(lx • ' 


JrAdx W.T f /•' „ <' a « 

iimi vuIdi'O HiibHi-iLuto oril, 

— < 

il(ik'\’!lli> -llks //«* 

»’ ’ ,j ' ■ a 

Maxima oorporia ovit coloritas, ubi out 

j/lcdx (jali — llks. 


Us 


a 
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TOMUS ALTER CAPUT IE § 540-B44 


[278-270 


hoc igitur accidit, ubi est 


e* /c = a 4- ^ sen s^hl 


^ 7 ct 4 


It 


Inveuiri etiam i^otest punctmn N, in quo corpus omnem . coleritatem porcUt, 
faciendo — 0 sea 

Y a h „ 7, 7 ® 4 ^ 

a + lt — s 

ex qua aequatione valor ipsius s dat arcum AON. Tempus, quo arcus ylili 
deacensu absolvitur, eal 

r d sYa __ 

(a 4 ~ s + /c)) 

Delude ad pressionem invenieudam esi 

(iy __ y(,2 «s — gs) _ Y'iax 
ds a a ’ 

unde preasio ipsa iu puucto If prodifc 

— I 2ffft7i;4 igl i Ji— 2ghs _ ^gak -\- 2^tli _ 

“ aV^ax 4 .y_ 


a{/2aiK 


Detorminavimus ergo celeritatem et tempus et pressionem, unde motus cor- 
poris innoteacit. Q. E. I. 


COROLLARIDM 1 

641. Quia est 

+ etc., 

si ponatur a + = c seu a = c — h, erii 


(<;— ji;)v 
gJi 


■ 3 4 " 


CS“ 


CS 08 “ , 

F’ & “ FFf i'-T-FF® 


etc.-^® 


08“' 


CS 


i-li i-2¥ ' 1*2 


+ '.~o”-«7:s-otc. 


« = ? as . {a + li)s^ (o4/c)s® , -7.„ \ 

a \1 1.2 1 -2^ 1 . 2 . Sit® ~ iTsT^ijl® + J 


Quare erit 
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COEOLLIRIUM 2 

542. lu vacuo igitur, ubi /c est influitum, erit 


v^gs- 


9^ 

2a 




lit constat. At si resistentia tantuin sit valde pavva et proptevea k valde 
magnum, erit 

gs^ gs^ , gs^ 


OOEOLLAEIDM 3 


543. In vacuo apparet celoritatem corporis esse uullam in duobna punctis, 
ubi est s = 0 et s = 2a, i. e. in duobus cuapidibus J. et J5. In medio veto 
reaiatente alter locus est s == 0; alter vero ex liac aequatione erui debet 


a = 


cs” 


+ T 


cs* 


cs 

i-2A 1-2-3F I • 2^ 


etc., 


undo invenitur 


2ali , ia^k , lOuVt , l36a*/£ 


=5 _ _ 4 _ A 

c ~ 


3C» 


+ -J?- + TOT- + ) 


136ri 


Si igitur k fuerit valde magnum, erit 


s 


2 alt , ia^li 

a k 3 {<i ■)■ 


2 Or* 


quam proximo. 


COEOLLARIUM 4 


544. Eadem haec series inventa substitute « -j- ^ loco c transformatur 
in hanc 


s = 2n • 


^ 4- _L Rf-c 3\ 


ex qua valor ipsius s dat arcum AON, quo usque corpus motii suo pervo* 
nire potest. 


1) Bditio princeps: 

s 

2) Editio princeps: 


2aA; . 4a*& , 13a‘fc 


o 2 a* . 
2a- + 


7 a* 
9fc* 


+ 

4* 


196a<ft 

136e^ 


+ etc. 


U9o‘ , , 


Lkoniuhdi Eulkui Opera omnia II 3 Mochanica 


Oorroxit P, St. 


OorrexH P. St. 
U 
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TOMUS ALTER CAPUT III § 645-648 


[ 280-281 


COROLLAEIUM 5 

545. Arcus AO A usque ad 0, ubi corpus maximam habeb colovi- 
tatem, esti 


,« + 7« 


= I'd = rt — -f- — Otc. 


Quare erit arcus 




o> «• . o* 


^o+off- 3 “;- 5 “:+oic.') 


COROIiLABITJM 0 

548. Celorilas vcro iu piincto G I'operibur clobita altibudiiu 


glc^ — gd{ali-\-hh)_ /a i i 

" "ft ^V2 T-b/c"’" l-2-4/i:* i-2-'a-6A‘’'' 


1.2.8- 4. 


Undo porspiciiur celoritatoiii in G nuiiquani posse osso oviiiuisccniboni; imm 
alUiudo liuic ccleriiati debifca esb 


(?* — 1 


atque <3^ semper maius esb quain 1 4 - ^ 5 excessus autom maior oat quain ■ 
Quare altitude debita celoritati in G maior ost quam idooquo A ON 
maior eat quam AG, 


i) Editio pvinoops: 


2) Editio prlncopR: 


n\T «* , 4 a* , 

0]f=ft- olo. 




Oovroxit P, Ht 


OoiTOxit P, St. 
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COROLLARIUAI 7 

547. AlUtuclo debita celeritati maximae in 0 est 


= (//C 



tU + Ic fa 

— n? 



Quare excessus bums altitudinis supra altitudinem celeritati in G debitam est 


iT2.'3-5F"'" 1- 


23a“ 
2 • 3 • 4 • 


etc)-oe‘ (]i’i-Y“p+etc.) 


JTaoo nompe expi’ossio obtinetur, si in generali valore ipsius v substituatur 
loco s, quippe cui quantitati arcus AO est aequalis. 


SCHOLION 

548, Tn solutione buius propositionis consideranduni venit, quod ex for- 
mula descensum tantum determinante etiam ascensum corporis super area 
G If derivavimus | ex quo dubium oriri potest, an iste ascensus legitime sit 
delinitus. Hoc autein ex ipsa formula ascensum determinante facile perapi- 
citur. Usi eniin fuimus formula bac 


dv = gclx — Bds, 

quao puncto M ultra pmictum G cadente propter clso factum negativum abit 
in banc 

dv = — gdx — Bds, 

quae revera naturam ascensus continet. Ex his intelbgitur continuitas 
ascensum et descensum, qua nullo interiecto saltu inter so cobaerent. Ubi 
enim curva se sursum flectere incipit. ibi simul formula descensui inserviens 
kanamutaliiv sponte in foimuliim ascensus. Atque haeo conneno ooum a 6 
in medio quocunque resistente, uti ex generalibus foimuhs apparet, quae 
tantum aigno ipsius das discrepant. Quamobrem data aequa lone pxo cm'va 
quaounque non est necesse, ut iuquimtur, super quauam parte corpus ascen- 
It doscendatve, sed alterutra tomula ad aequationem accommodata verum 
dabit motum super cm-va proposita. Hoc tantum est 

in axe yerticali capiantur atque ea formula sive ascensus sive descensus ad 
bibeatur, quae cum motus initio congruat. 
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TOinJS ALTER CAPUT III § 549 


[282—283 


PROPOSITIO 03 

PROBLEMl 

549. Sit curva data AGB (Pig, 66, p. 2D5) njclois super basi hormntali AB 
descripta et deorsum spectans corpusrxue super ea oscillationes perayat in medio 
resistente in duplicata raiione celeriiatum ; determinare motum osciUatorkm. 


SOLUTIO 

Ponatnr diameter cireuli GI) = ~a in eaque sumatur abscissa CP = x 
et arcus CM vocetur $; erit ex natura cycloidis 


s==y2ax et atqne = — • 

Ad (I 

Descendat nunc corpris super arcu MG sitque eius celeritas in G dobita alti- 
tudini 6; erit altitude debita celeritati in M 


(§ 523). Est vero 


ld — ¥e'‘ — he’’ s 


* In-J 

= e*5 — ye\}e'‘ dx 
/‘t7 fe^'sds 

quare altitude debita celeritati in M est 
_ (^1 4. -I- - - -I- — 4- etc V 

Cl rt \2 ^ 2'3;i;^ 2-Z-i¥ ^ 2'3'4-6/f“ ^ 

Arcus ergo, in quo integer fit descensus, habebitur, si ipsius s valor ex liac 
aequatione quaeratur 




Piet auteur bine in serie 


yP— ah 


^-J+ + - jjjr + 5joj. + etc.‘) 


l) Bciitio pr incaps: 


, , 5A» llA* , ^ 

s = A + I" 2,lA-» P 180 *“ + 


Corroxit P, Si 



ami dh motii i'unc'im kuiM';i(. data ),inka in mkdfo ukhistmntk yiu 


pOHil.(> Itrcvil.nliK ('rpo .1 locci Iluic. (U'go ftorioi iuujuidur arcuH CM, 

Hi (piidf'Di roi'iuiH nv pinicl.n M ilosconiloro iiiropcnni.. tliilia'itaioni uuiximain 
(’.oi’jiHH liiilioliil. ill C Huiiiln CO s I'x lui,c iiiHpiidinuo 




HI'II CO Id ,, 

// h'* 


//P 


(//i" nil </P III) 

lU.ipiD nil'iliiilo liiii<‘ iiiiiNiiiiiio i-ninrll.iil.i doliila iimI> 

i,lr' al,'^ «'/>•' 

ti (I (//i” nil ^ Il(/’’/i‘ 


(ltd, 


Ad l.iniiiiiiH di'loniiiiiiiiiduiii ^■.^^lv('llil, nd ])uii<'.t.iini 0 doli'ntaljOiiKjuo iniixiiniun 
ruHpici'i'o id. 1 , 1 'iiipiiH pi'i' Mo didtiiin'. iliiiid iili nun pono iiliilndiiioiii luiliv 
riliiti in O didiitiiiii r id. iirduin MO' ■ 7 ; orii. 


CO td 


„/, ,,r(i. d), ,. I 


IliH HiiliHlil.iiliH I'l’il. iillil.iuln didiilu, I’ldnril.iiU in M, Him 0 , 

V 

(//.'•' I nil I ijhii C ijlc'^ 
n 

(iuiii luiiir r iniiiur i'hI. ipmtii r, iiniio c r nriliijun 

v 

m I ///■•“ 1 ///if/ 1 •i'*!ili'‘ 


alxpin in Horic 

II,'; 

If ■ ' (lA- ' ‘.MAJ ' iaoA“ 

Mx ipiii I'onvni'ii'iidn (if. 


11 I '/‘ I . ,j,. 

I .i iM I lOM/.a I 


I'aij/? iig , (If? I ■■'a Mill , a'^e'^y'iua 

' Yu Wijh 18///.»K// VMu/k^ 1()H0//»A*)/7 


iiK'ipiid, doHi’niiHUH in inniidn <1/; nrit. ilii id. -fi iilooqnn 

[■’'•Jdc Ilf , (ff]/artf a «**<:'* , ii^c^Y^ac 

I / / a » t M * / 

1/// Mf/A iH//A>)/// iiirif/V.” ' moifii^Yo 
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TOWUS AT.TEB OAPBT III § 6d9-56i 


[284—286 


Ex oacloin fomula, bi ponainr q negativum, liabebiiur iiiotus per OCJV; at 
quia porindo GBt, sivo q poiiatiir nogaiivum sive h, crii arcus ON, si N 
fuel’ll punctuin, quoiisquo corjuiB ascendit, 

l/2»c I lie I I a^c^y^ac 

^ V<l ' ” 8(/A tBr/AY.f/ ’ 136r/*/j“ 1080 

Tompus voro per J\f.O hoc inodo iuvouilur: quia esl 

. __ add add . uddY^ag __ ia^gdg . a'‘gd 0 \/' 2 a 0 
I i — f.y - i2f/P)/|y ‘ mYk^Yg 

hoc divisum por ■ 0 ) dal oloirKiiiluiu loni])()i'i8 

ildYn fide . aedeY'Ja ia^ede 

y 2 g(c 0 — ;5»“) Y{e - - d) I2gld' yg{c() - ee) llift Y{o—g) 

. <d‘d-‘dey2a 

<1 :12 j/®yt‘ j/// (c^f — 

Quod ila inlograri dobol, uli poHilo v c vol 0 0 ovanoHcal; doindo si po- 

nalur «=>o, hahubiluv lonipuH, quo corpus per arcuni MO doscomlil. iloc 
igitur UimpuH, jirtsila p(H’ij)lioi‘iiu> ad diauioli’uiri raliouo n ad I , evil 

211 Yd I jeacYif Kiw^ol/c . 

ya// ag/c i‘Jff/c^y2g 40f)//Vo“ 

Posito igilur /.• iiogalivo oril komiius, quo corpus ox 0 ad N usquo asconditf 

irYii , 2a'l/c , jcucYa , id (t“o l/c , , .1 

•"==> , - • - - y - - - • OlC. ) 

]/2j/ :\f/k I'jf/k^Y'^^i/ ‘ioiigV 

Tompus orgo por AWN sou bom])u8 Hiiius dimidiao oscillaliouiH osl 

Tt'Y'^di I utacy^a , , 

'==> , ' , -|“ olo. 

Yo 

Q, E. I. 


1 ) Edilio princops! (loco 
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COROLLAEIUM 1 

550. Si ergo celeritas maxima corporis descendentis fuerit debita altitu- 
dini G, propter 

ac 


GO 


erit 


gli 


nr/i V2ac , 2ac , ao']/2ao , aVT/2ac , 

MC= — \- — A — ; — — _ -L — — etc. 

]/g 'dgh X^gli^yg 135gf*P 


Totus vero ascensus GN erit 

= ON- GO =» ^ 4 - 4 4 4 etc. 

yg 2glc l^gli^Yg ISSr/Vi® lOSOg^lc^Yg 

Hinc erit 

4ac 4a^c® 


GM— GN=^ 


atque 


3fif/c 136(/Vc® 


■ etc. 


-h + etc. 

Vg ^ Ogh^Vg ^iOg^h^Vg^ 


COROLLARIUM 2 

551. Si totus arcus descensus MG ponatur =J? et aequens arcus ascen- 
sus GN=F atque altitudo debita celeritati in 0 = &, erit 


ah 


-£ 


/c® — e * (ft® -(- hF) = -g — “t" -T-7T7 etc. 


g s - ^ 2 3ft 8ft* 307i 

Atque posito ft negative eodem modo invenitur 


144 ft‘ 


Ex quibus fit 


ah J?® , -F V 4 4 4- etc. 

^ + ¥17 + ftft* + 30fc« + — ^ 


F=E- 


2 ' 3ft ^ 8ft* 30ft® 144ft* 

2E* , 44 A* , 10451® 

-- i4 


+ 


3 7c "1^ 97c* 136 7c® 406 ft* 

atque altitudo debita celeritati maximae 


etc.*) 


2a Sale ' 4a7c* 


2JS*' . iW 26E< , 86J3‘ , 

F- F-it + 


1) Editio princeps: 


Correxit P. St. 





TOMUS ALTER CAPUT III § 652-557 


COEOLLARIUM 3 


[286—287 


552. Quia F esi arcuB ascensuB in prima dimidia OBcillatione, erit idem 
arcus F arcus dcscenauB in sequenle oscillaiione; cum quo ergo coniungeUir 
arcus ascensLis 


+--<)7.s lYjf,/;" "I' Yos/,-* 


olc.') 


Atque simili mode sequentes oscillatiom^s, qnotquot libnoril,, dormii'i possunl.. 


COllOljLARfUM 4 

553. Ex aequationo Icnipua expononk appavoi lonipuB, quo corpus ox 
M ad 0 pei-veml, semper minus osso iomporo, quo corpus ox 0 ad JV usque 
perfciugit. Simili motlo otiiim arcus ON inaior osi (piain arcus OJ/, itrcuH 
vero GN minor est arcu M C. 

OOBOLLARIUM 5 

554. Si oscillationes fuerint infiniLo parvao sou c (pianVilas ovancscoiiH^ 
congruent oscillationes cum oscillationibus in vacuo laclis; in singulis onim 
expressionibus iidem lennnil ovanesemrt, qui ovanoscoroiit posiio ft«'-=co. 
Minimis ergo oscillationibus isochronao orunt oscillationes ]) 0 ]ululi lougitu- 
dinis a in vacuo aollicitati a potontia y sou ponduli in hypoLliesi graviiatis 
*«1, cuius longitude est 


OOROLLARIUM, (J 

556. At si oscillationes fiant maiorca, tempora oscillationuin quoqno llont 
maiora; quaro in hac resistoiitiae hypothosi cyclois tautochronisnii projn’iolulo 
non gandefc. Quo eniin in quaquo oscillationo maior fuoi’it celoi’itas iimxinuq 
inaior quoqno erit excessus temporis oscillationis liuinsmocli supra tompu.H 
oscillationis minimao. 


l) Iditio priuceps: 


AE* ,iAE*__WE* niE‘ 


~ olc. 


Ooi’i'oxit P. SI, 
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l)K iMO'l'lJ J> 


UNCTI 8UPK11 DATA LINEA IN MEDIO IIBSISTENTE 


SOHOLION I 


550. (iuod (lixiinus oacillaUonoft minimas cum oacillaiionibus in vacuo 
locum lial)ol, si a oL h liumnii quaniitaios linitae magiiitucliiiis. Si 
('.iiim <(> oHS('-i. inliniU) nuignum sou k hilhiii ;0 yai’vum, scqiiontos termini tempns 
csxprimcutos 


jr ]/‘ 2 a 

Vlf 


HdH 1/2 rt 


lion (!vaiiOH<‘,or()nt, otiaiusi c ossot iivllnilto ])arvuiii. 'J'uiu igitur iantum oscil- 
latiouoH miiiiinao supov curva qnacnuyuo in vacuo ofc medio rosistonio inter 
HO coiigruonl., ((iiautlo neqno radius osculi curvao in inlimo 2 >imcto fuerit iu- 
linifco magniiH no<pio rosistontia inlinito magna. 


iJlXl'lMPliUM 


557. Mxempli loco ovolvaiuus casuin, quo rosistontia tain lit oxigua 
idcuKiim k (pianiitas iam iimgna, ut fractionos, in quanmi donoininatoribus k 
liluroH (InabiiH habot (limonsionos, Into jiro niliilo liabori iiossint. Dicta igitur 
a.ltil)iidino coloritati nuixhnao in 0 dobita c, ita ut sit 40= oiit arcus 

(loHCOimUH 


.A’ 


Vo 


‘irtC 

Wdk 


aoy' 2 (tc 


ol. no<(nonH arcus ascoimus 

Yti '2()k IBy/Z;’']/// 

Undo iuvonitur 

^ 1/2 rt uy‘2a JUJ/fYatt 


sou 

atqiic 


_ ( 77 ';" , 

2 « ;$«/« 'la/o*' 


F- 



<IJ 5 » 
9 /i» ■ 


'I’oiDims ergo diniidiao oscillationia por MCJN ost 

itY^a rtA*l/ 2 a 

yg + Uhfyg ■ 

Li40NHAiU)i JCuiiWiu 0 por ft oranift Uu Mcohanioft 
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In aequente dimiclia oacillatione eat arena deacenaus 

= F=]£- 

qnem sequetur arcus aacensus 


, 4jB® 
+ 


37< 






atque tempns huius dimidiae oscillationis erit 

Yg 'ilWYd X^li^Yd ’ 

ubi ultimua lerminus negligi potest ob ft’ in denominatore. In tertia semi- 
osciilatione est arcus descensus 


et arcus descensus 


=‘G^E 


i.E^ . 16.E’ 
3ft 9 ft* 


u* 6^* I 36^’ 

^-^--n+Sv- 


Atque generaliter in ea semioscillatione, quae indicatur numero n, oat arcus 
descensus 


~ 3ft ■ “*" 97c* 


et arcus ascenaus 


2«JB* . 4«.*J(!® 

~3y "oft*'"' 


Quamobrem post n semioscillationes corpus ab infimo puncto C7 diatabit arcu 

■p 2nE^ I 4u*JB® 

3ft 9ft*"’ 

qui minor est quain arcus descensus primae oscillationis quantitate 

3nJ!* 4«*JB* 

’"'3ft ^c^’ 


Tempus autem semioscillationis niunero n indicatae erit 
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t cE^ T/2 a __ %{n~\)E^']/2u _ 

Yg 24/{^]/(; l^lc^Yg 

At si totus arcu,s piimae semioscillationis JliOiV dicatur A, erit 


A=^2E — 


2 4^“ 

'sY ’sA*” 


et 




evanescente sponte termino sequente, Hinc tolas arcus oscillatione per im- 
merum n indicata descriptus erit 

2(2n— 1)7?^ 4(2«“ — 2« -pi) yS* _ . (» — 1)aL* . (« — 

— I ^ 7^2 — — VI — —3^ 1 9 7^3 — • 


COEOLLARTUM 7 

558. Si n fiant oscillationes dimidiae et arcus descensus primae oscilla- 
tioiris fuerit E et arcus ascensus ultimae = L, erit 


L^E- 


^nE^ 

3fc 


‘in^E^ 


quae expressio, si per seriem propius capiatur, fere congruet cum progressioue 
geoinetrica eiusdem iuitii hancque ob rem erit 


COROLLAEIUM 8 


559. Hinc, si peractis aliquot semioscillationibus detur arcus descensus 
primae oscillationis E una cum arcu ascensus ultimae L, inveniri potest 
numerus semioscillationum; namque est 




U{E-L) 

2EL 


COROLLAEIUM 9 

560. Patet ergo dimiuutionem arcuum non. a longitudine peuduli peudere, 
sed ex w et JS datis idem reperitur arcus L, quaeeunque fuerit longitude 
penduli a. Atque est semper n proportionalis ipsi — “ • 
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TOMUS ALTER CAPUT DI § 661-665 


[289-391 


SCHOLION 2 

561. Hiiiiisinodi oxperimenta circfi oscillationes in medio resistente multa 
recenseb Neutonus in Phil. Lib. II., ubi notat arcum descensus primae, arcnm 
descensus iiltimae oscillationis atqnc numerum oscillationuin tarn in aere quam 
in aqua efc mercurio.^) Quare si baec media perfecte resisterent in duplicata cele- 
ritatum ratione, congrua esse deberent cum hisce formulis, ita ui decrementum 
arcus proportionale essefc numero oscillationum eb arcui primo et ultimo con- 
iiinctim. Quod etiam locum habere observavi in maioribus oscillationibus, in 
quibus celeritas non est nimis exigua. At in oscillationibus minimis maxima aber- 
ratio ab bac regula conspicitur. Ex quo colligitur, quo maior fuerit corporis 
celeritas in fluido, eo propius resistentiam accedere ad rationem duplicatam 
celeritatum, motum auteni tardissimum alii resistentiae insuper esse obno- 
xium, quae in motibus celerioribus prae resistentia, quae quadratis celerita- 
tum est proportionalis, evanescat. In hisce quoque experimentis Neutonus 
resistentiam partim siraplici celeritatum rationi, partim sesquiplicatao, partim 
duplicatae proportionalem assumsit neque tamen pro motibus tardissimis 
satisfocit. In ultima vero Phil, editione®) ipse Neutonus quoque insufficientem 
priorem theoriam suam agnoscit atque pluribus rationibus ostendit alteram 
illam fluidorum resistentiam esse constantem seu temporis momentis propor- 
tionalem, quam an tea ip sis celeritatibus proportionalem erat arbitratus. Hanc 
ob rem istam resistentiam cum ea, quae quadratis celeritatum est propor- 
tionalis, in sequente propositions coniunctam considerabimus, cum praesertim 
aequationum resolutio et celeritatum determinatio hac adiectiono non diffi- 
cilior evadat. 


OOBOLLARIUM 10 

562. Quod ad tempora oscillationum et semioscillationum attinet, per- 
spicuiim est ea decrescere, quo minores flant arcus descripti, atque si arcus 
plane evanescant, tempua dimidiae oscillationis fore 

‘ == 

V9 


1) I, Nbwton, FhilosopMac naturalis principia mathemaMca, Londini 1687, Lib. II sectio VI: 
De motu et resistentia funependulorum, P. St. 

2) Editio tcrtia, Londini 1726. P. St, 
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COIIOLLAEIUM 11 

563. Excessus a,utem cuiusque semioscillationis temporis supra tempus 
miDimae semioscillationis in casu resistentiae minimae est 

%E^y2u 
%\.¥yg '' 

clenotante E arcum descensus illius semioscillationis. Quare iste excesses 
proportionalis est quadrate arcus descensus vel etiam quadrate totius arcus 
semioBcillatione descripti. 


SCHOLION 3 

564. Cyclois igitur, quae ab Hugenio apta est demonstrata ad isochro- 
nismum pendulorum producendmn, banc proprietatem in medio resistente in 
cluplicata celeritatum ratioire amittit et banc ob rem in aere non inservit, 
nisi vel oscillationes sint valde parvae vel inter so proximo aequales. Ex boc 
voro, quod maiores oscillationes diutius durent, colligi licet veram curvam 
tautoebronam in bac resistentiae hypotbesi magis esse curvam quam cycloidem. 
Quemadmodum scilicet cyclois in circulo eiusdem radii, cuius cyclois est in 
inflino puncto, continotur, ita quoque vera tautoebrona in cycloide continebitur 
afcquo oius curvedo a puncto inflmo magis decrescet quam curvedo cycloidis. 


PROPOSITTO 64 

PEOBLEMA 

565. Si medii resistentia partim fuerit constans, partim qiiadratis celeritatim 
proportionalis, determinare motwm oscillatorin/ni corpioris supei cycloide MGS 
(Fig. 66, p. 255), saltern in casu, quo resistentia est valde paiva. 


Sit 


SOLUTIO 

ut ante diameter circuli generatoris GS^^a, 
arcus GM = s, Ponatur celeritas in G debita altitudini h et celeritas in M 
altitudini v. Potentia corpus perpetuo deorsum sollicitans sit ~- (j, pais 
resistentiae, quae est constans, sit = lx et pai’s resistentiae quadratis celeri- 
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[292—393 


tatum proporfcioualifj sit == I- ut ante; erit h quantitas valde magna reepectu 
I) et s et « atque h valde parvnm reapectu g. lam fiat doscensus aiiper area 
if 6'; erit 


ily = — gdx hds + 

li 


atque hiiic 


= e* /» — c\fe {gclcc — lids ) . 
At quia eat ex natura cycloidis = erit 

Ct 7 — gli^c’‘ — gke^ s 

Je^gdx^^ • 

hds like ^ ; 


et 


uncle fit 


V- 


c* {ah -f- hale — glc^)—hak -j- gk^ + ghs 


Celeritas maxima habotur, si fueiit 

(IJ 

a 

sen 


7 I ^ 

=n+ 1, 


e* « 


. 

g¥ — ah — hale 


Dicatur altitude dobita celeritati luaxiraao in 0 == c; orit 

fir\ ha I ac 

00=. 

et 

’-‘hak'^ ao 

ab = gh^ — link — gk^e . 
Pondtur arcus MO = q\ erit 

ha , ac , 

+ 7 + <Z5 
9 9 1 ' 
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Quia -Quiic >0 minus est quam c, poiio c — erit 

as gk^ + ykq = e* gk^. 

Quae aequatio in seriem conversa dat ut supra 


atque 


^ gVi. t I g* 

(j 2 ~ Qk~ 24ft® 

y^gg gg . ggY^g g 

^ Yg 3(7ft 18g7c^Ysi 


Incipiat descensus ex M; erit ibi = 0 et = c ideoque 

1/2 ac ^ 

Yg ^gk IS^rft®]/^ 

Ex eadem formula reperitur arcus ascensus 

■|/2ac I go I ac]/2ac. 

ajv==— + i^^ft^^^, 

atque cum in bis h non reperiatur, erit ut supra tempus semioscillationis 
per MON 

_«y'2a . itacY^a 
" "y^" ■i 27 /cY/ 

Totus vero arcus descensus MO erit 


atque arcus ascensus 


Ilf g . Y 2 I ^gc I gcY ^g 0 
g Yo ^Sk l^gk^Yo 


ha . y 2 rtc 2 ac . aoY^aG 

7 ^ TT ~ 187A®yfir ’ 

Quare si arcus descensus M C ponatur N et arcus ascensus ON = JF, erit 


^ „ Ua 2JB® , ihaJS , 4^;» 

4 .^. 


9 
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TOWUS ALTER CAPUT III § 566-570 


Tn sequente semioscillatione eat arcua deacensus F et arcus aacenaua 
„ „ i/m . WiaE . 16E* 

■ 

Atque geueraliter in ea seinioacillatione, quae indicatur ntunero n, arcua 
ascenaus est 

„ inha 2nE^ .in^haE ,in^E^ ‘6gkE—Qhnah 

g 3fc ^gk 9A*^ Sjfjf/b *[" 2g}iE 

Quare si peractis n semioscillationibus dicatur arcus descensus primae F et 
arcus ascensus ultimae L, erit 

2gnFL ==» Sgk(F — L) •— Ghnah 
seu 

— jCfJ 

2 gEXj ^ 6/i^/i! 

Tempus vero, quo quaelibet semioscillatio per MCN absolvitur, est 

nYia .xigE — hayYia 

Yg Sijf^/cy^r 

loco c eius valore substitute. Q. E. L 

COEOLLAEIUM 1 

666. Si ponatur c = 0, ut locus prodeat, in quo corpus sit quieturuni, 
invenitur 

g 

corpus ergo in quiete periuanero potest non solum in puneto C7, sed extra G 
quoque in distantia y cis et ultra G. Quare in huiusmodi medio resistente 
ex statu quietia penduli non exacts linea verticalis potest cognosci, sed 
angulo, cuius sinus est aberrari potest. 

SCHOLION 1 

567. Huiusmodi resistentiam in aqua locum habere experimentis facile 
evincitur, quippe in motibus tardissimis resistentia quadratis celeritatnm 
minime proportionalis observatur; in fluido yero praeter resistentiam quadratis 
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celeritatum proportion alem aliam non dari probabile est, nisi resistentiani 
constantem. Confirmatur hoc etiam experimentis a La Himo institutis, qui- 
bus monstravit pendulum in aqua extra situm verticalein in quiete per- 
manere posse. Quod fieri non posset, si resistentia a sola celeritate pen- 
deret. Ex experimentis Neutoni, quae circa retardationem motus pendulorum 
in aere instituit, concludi potest globi plumbei diametri 2 dig. resisteiitiam 
constantem esse circiter partem millionesimam gravitatis sen — = '■)• 

Hie ergo globus filo suspensus a linea vertical! aberrare potest angnlo [cu’- 
citerj 10'" qui autem error est insensibilis, Maior autem et sensibilis esse 
hie poterit error, quo minor simulque levior globus adhibeatui’. 


COEOLLARIUM 2 

568. Ad hunc angulum inveniendum inservit ista aequatio ex superiori 
[§ 565] deducta 

h _E-L EL 
(j 2na Bali 

= siiiui anguli, quo pendulum a linea verticali dcclinaro potest. At loco JS 
arcum parviim accipi convenit, quo termini neglecti eo magis fiaut insensibiles. 


569. Ex aequatione 


COROLLARIUM 3 

Bgh jE — L) 

2gEL -j- Qhah 


apparet, quo maior sit arcus oscillatione descriptus, eo minorem fieri termi- 
num QJiak respectu 2gEL. Atque hoc in causa est, quod haec resistentia 
tantum in minimis oscillationibus sentiatur. 


COROLLARIUM 4= 

570. Quia li est numerus turn per hypothesin valde parvus turn in sub- 
tilibus fluidis, ad quae haec propositio est accommodata, roipsa fere evane- 


1) I. Newton, PIdlosojMae natwaHs pnmipia matliematica, Londini 1687, Lit. II sectio VI: 
Do motu afc resistentia corporum funependulorum, Scholium gonerale. P. St. 

Lbonhaiidi Eulehi Opera omnia Ha Kechanica 


35 
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[ 296-297 

scens, in expressione temporis evaneacet quoque ha prae gE ideoque tempna 
uniua semioscillationis eril 

«y2(i nE^y^a 

Resistentia igiiur constans non immiitabit tempora oscillationnm. 

SCHOLION 2 

671. Etiamsi ergo haec resistentia constans cum resistentia quadratis 
celeritatum proportionali coniuncta consideretur, calculus eo nequo fit prolixior 
ueque difficilior. Nam ex celeritate maxima Vc totus arcus una soraioscillationo 
cleseriptus eodeni mode determinatur, sive haec resistentia constans adsit sivo 
non; utroque enim casii plane eadem obtinetur aequatio. Quaiiiobrom vel ex 
hoc ipso sequi videtur banc resistentiae legem in natura locum habere, alias 
vero resistentiEis praeter hanc eb earn, quae quadratis celeritatum est pro- 
portionalis, actu non inveniii, Muida autem iam pridem [Tom. I § 490] 
duplicem resisteutiam exercere observata sunt, alteram quadratis celeritatum 
in’oportionalem , quae in motibus celerioribus sola observetur, alteram in 
motibus tardissimis tantum sensibilem. Ilia resistentia oritur a vi inerbiae 
particularnm fluidi et per earn coiqDus de motu suo amittit, quando parti- 
culas eas removeb; quam quadratis celeritatum proportionalem esse dubibari 
nequit. Haec vero resistentia a tenacitate fluidi ortum habet, qua particulao 
fluidi inter se cohaerent et difficulter a se invicom separantur. Hum igitur 
corpus per datum spatium movetur, datus parbicularum numerus ipsi spatio 
proportionalis a se invicem divelli debet; quare haec resistentia congruit cum 
potenbia absoluta motum corporis retardante, quippe quae etiam per acqualia 
spatia aequalem icbuum numerum in corpus exerit. Haec igitur resistentia 
seu vis motui corporis semper est contraria et secundum ipsam directioneni 
motus in corpus agit atque ideo est vis tangentialis perpotuo constans ot 
retar dans. At hoc casu natura a calculo exceptionem postulat, quando 
corpus quiescit Quoniam enim haec vis est constans, aeque agere deborot 
in corpus qidescens ac in motum; quiescens autem corpus, quia fluidi parti- 
culas non divellit, hanc vim sentire nequit, Accedit ad hoc, quod, cum haec 
vis directioni motus sit contraria, ea in corpus quiescens, quod nullam habeat 
directionena, nullum effectum habere queat. At si motus super linea curva 
investigatur, tangens curvae semper pro directions motus habetur, etiamsi 
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corpus actu quiescat, atque ideo calculus effectum huius vis etiam in eorpore 
quiescente ostendit; hoc igitur casu a calculo exceptionem fieri oportet. 
Corpus pendulum ergo per aliquod parvum spatium cii’ca G in quiete per- 
manere posse ideo est dicendum, quia eius nisus versus G non sufficit ad 
particulas fluidi a se invicem separandas. Quare coi’pus quiescere potest in 
quolibet puncto illius spatioli, etiamsi calculus osteudat etiam in ipso puncto 
G corpus non in quiete perseverare posse. 

SCHOLION 3 

672. Ex his, quae partim generaliter traclidimus, partim de cycloide at- 
tuliinus, perspicitur, quomodo in medio reaistente in duplicata ratione celeri- 
tatum motus corporis super quacunque curva possit defcerminari. Considera- 
vimus quidem medium resistens uuiforme et potentiam sollicitanteni quoque 
aequabilem; sed ex aoquatione resolvenda apparet earn quoque integrari posse, 
quomodocunque turn medium sit difforme turn poteuiia sollicitans variabilis; 
semper enim in aequatione altitudo celeritati debiLa v unicam tantuni haheb 
dimensionem. Progredior igitur ad aliaa medii resistentis hypotheses; sod 
quia turn non pro quavis curva motus potest dofiniri, curvae primo sunt in- 
venieudao, quae determinationem motus admittunt. Assuinimus hie antem 
iuxta iustitutum nostrum eas curvas, quae ad aequationem hoinogeneain de- 
ducunt, in qua indoterminatae ubique eundem obtinont dimonsionura numerum. 
Si resisteniia fuerit potestati coleritatum oxponontis 2^u proportionalis, liahetur 
ista aequatio 

, I / I v’'*ds. 

quae quo sit homogenea inter v oi x, debet esse 

ds = x~”'dx seu s = a”‘iK^~''* sou a; == 

Vel si £9 et s datis quantitatibus augoantur vel dimimiautiu’, in curva, cuius 
haec est aequatio 

_L 1 

motus quoque determinari potest. In medio ergo resistente in simplici 
ratione celeritatum curva fit cyclois idcoque motum super ea determinemus. 

36 * 
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PROPOSITIO 65 

PROBLEMA 

573. In medio, quod resistit in simpUci ratione celeritaimi, determinare mokm 
osciUatorhm corporis super cycloide ACB (Fig. 66, p. 255) escistente tarn medio 
quam potentia sollicitanfe unifomii 


SOLUTIO 

Sit iterum ut ante diameter circuli geiieratoris OB == \ a, abscissa, 
(JP = a; et arcus CM — s. Ponatur celeritas in C debita altiiudini h et ce- 
leritas iu M altitudini v. Potentia corpus perpetuo deorsum trakens sit == g 
et resisteutia ==^’ Fiat super parte R JPG' descensus; erit ex natura descensus 


dv ■■ 


Ponatur 

Grit 

unde fit 


^ Yk a ^ yjc 
yv ^ . 


V = 


ku^ 


et dv = - 


2 kudu 


A ' 


2kudu — — gasds + ands, 


quae aequatio ita debet integraii, ut facto s = 0 flat u == 
vero supier ar’cn CN baec kabetur aequatio 

2kudti = — gasds — atids, 

Ponatur « = kabebitur pro descensu 

2]cp‘sds + 2'kps^dp = — gasds -j- apsds 


aj/6_ 


2kpdp 


ap~ga — 2kp^ 


ds 

s 


Pro aaconsu 


S0U 
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Hinc fit integranclo 


Is =,10— 4- j t. j-Uc j> — a+y {a^-H(/alc) 

2 V 2ft UJ 2Y{n^-8ga]i) -Ift^j - a— •j/(aS_ s^raft) 

~10 1 ^2 a°D]/ft a^syv-\-g as^yk ^ ™ __ ^4fl]/fty — as + s]/(rt^ — 8galc) 


2fts®'|/ft 


2]/(«^ — Sgalc) iayicv — as — sy{a^ — 8galc) 


sen [mutata significatione litterae 0] 

I G = l{2a%yk - ah }/v + gas^Y/c) ^ ~ . 

y(a^— SgaJc) •i«']/ftw — as — s]/(a^ — S^raft) 


Ponatur s = 0 et v = b; fiet 10=^ I2a’‘by/c; hinc fiet 

a 

2av y/c — as yv /4a]/ftt> — as-l-sl/(a’'— 8 

2ahyk \iayjcv — as — sy(a^—8galc}) 

Jn altera vero curvae parte CN pro ascensu corporis posito ON = s hahetur 
haec aequatio 

a 

2at)]/ft ■]-asyy + gs^Yk /iaYkv + as — s]/(a” — 8/yaft)\i'(“’“®»®*^> 

2«&]/ft Uaj/fta + asH- 8^iaft)/ 

Si altitude coleritati maximae, quae sit in 0, del)ita dicatur c, erit 


00 

atquo 

a 

^ j /d^fft — a + ]/(a® — 

Xigk — a— Y(a^ — 8 gaJe)/ 

Eae autem aequationes locum non habent, nisi sit a® > Sgak sou 
Nam si aequationes a logariihinis et quadratura circuli simul 

pendebunt, 

Ponamns esse ^ eritque 


ds 

s 



adp 
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Integrando ergo prodibit 

V 4 lij 4 kp -a Vs yjc iJcJ ^ iaYk v ■ 

[seu mutata significatione litterae O'] 


= IG — UAaVJcv — as) + ^s + --- — -• 

iayliv—as 

Fit igitur ^ (7= ^da/Zcfe; unde habebitur 

^iyitv—s^ s 

^yjab ^yiiv — s 

Apparet hinc in descensu celeritatem nusquam esse posse = 0; semper enim 
A^hv maius esse debet quam s. Hoc ergo casu, si celeritas in puncto C sib 
realis, descensus initiuin fit imaginarium, Quare nbiciinque corpus doscensiim 
inceperit, celeritas in puncto infimo G erit =0. Ad motum igitur investi- 
gandum, si descensus fit ex puncto dato B fueritque GE = f, erit 


ideoque 


/ ^yhv — s 


Ex quo intelligitur semper esse debere iVkvKs, quamobrem in puncto O, 
ubi s = 0, debet quoque esse -y = 0. Maxima celeritas, quao ait in 0, habetur 
ponendo 

Yv = seu s == sVkv, 

n 

quo posito prodii 


1 sen s = -A = CO 
e 


denotante e numerum, cuius logarithruus est = 1. His igitur casibus, quibna 
arcus descensus est realis, nullus est arcus asceusus. At si corpus per arcum 
GN celeritate initiali in G altitudiui 6 debita ascendat, motus liac aequatione 
exprimetur 

,^ykv-\-s —s 


ex qua patet ease 


iYkl iYkv-ys' 


8 + AVkv < AVkh et Yv < Vh 
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Totus arcus ascensus CN reperitur faciendo v = 0 tumque erit 


I 


s 

^yicb 


1 seu 


GN^ 


iVkb 

e 


Si est he.-—, quern casum iam tractavimus, resistentia adliuc fit maior, 
quamobrem multo xuagis celeritas in G erit == 0, si quidem descensus ex 
puncto dato fiat, atque pro data celeritate in C initium descensus erit ima- 
ginarium. Quamobrem aequatio, quam pro descensu dedimus, est imaginaria, 
nisi constans determinetur ex dato descensus initio. Sit igitur arcus GJS = f', 
erit 


Z(7= Igaf^Vh — 


a 

y{a^—Sgali) 


a—y{a^ — Sgak) 
ch “p ]/ “* ^g^ 


factoque s = 0 erit 

^ gp a 1 ^ ft — — 8gah) 

2ftt) y(a^—8gah) a + y^a^ — ^gah) 


si V non easet = 0; nam si v est = 0, liaec aequatio non valet. Apparet 
autem hanc aequationem contradictiouem continere, quia 2av maius esse 
deberet quara gff seu ^ posito s pro f. At est ~ = 2a5 atque ita esset 
V > gx, quod est absurdum; nam in vacuo est tantum v = gx atque in medio 
resistente adliuc minor esse debet. Pro ascensu autem inservit aequatio in- 
venta atque ex ea totus arcus ascensus GN reperitur faciendo ^; = 0, quo 
posito prodit 

1!! /g - y{a^ - 8<irft7g) \ri»’-8tf-»t) g- CQ 

aftS” U+l/(o* — 8(7ftfc)/ ^ 


Ex his igitur perspicitur, si fuerit vel vel It — oscillationes peragi 

non posse, quia post nullum descensum ascensus sequi potest. Quare nobis 
potissimum reliqui casus, quibus est , sunt investigandi; quia enim in 

his resistentia est minor atque quantumvis parva assumi potest, oscillationes 
utique perftci poterunt. Pactis ergo superioribus substitutionibus habemus 

— d,s pdp 


. ,flG « , a — y(a‘ — 

1) Editio princeps: fadoque s-0 eitt ’’ „ -j. y(a»- igal) 

otiam formulae sequentes oorrigendae eranfc*, nihilomiuus Bulbri oonclusio valet. 


Quamobi’ora 
P. Sfc. 
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quae aequatio posito 2 == p — 3-bifc iu hanc 


■ds 


Ponatur 


ga 


gg + H-ifp 




2h IGF 
quia est quantitaa affirmativa, eritque 

IG-ls^ lV(q^ + B^) + i 

ubi At,^ est arcus circuli, cuius tangens eat existeute sinu toto == 1. 
stituto autem pro q valore debito erit [mutata significatione litterae (7] 

10=1 V{2avyic — asVv + gs^Vh) + At. • 

Ponatur ad IG definiendum s = 0 et v = l\ erit 

lG=lV2abVh-\-^^-j.At.co, 


quare erit 


I 


V 2 ahyiv 


—At. 


iBlis 


'ViUvyji-asYv+gs'^yio) ^Bk ' iaYkv-as 
Pro ascensu vero per arcum ON invenitur 


I -T 


Y'iaiyh 


= -^At. 


iBks 


. ! = Jil, . 

V{2avyit-{- asyv-{- gs^yii) 4ay/ci) + as 

Posito nunc i; = 0 prodit integer arcus descensus MG ex liac aequatione 

3 ]/^ = " At.^=i y • 

' gss iJBk a ’ g-GP 


Ee- 


Atque totus arcus ascensus ON invenietur ex bac aequatione 
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Ex his aequationibus quanquam videantur arcus ascensus et descensus 
inter se aequales, tamen sunt inaequales; dantur enim infiniti arcus, quorum 
tangeiis est eadem — atque pro ascensii alius accipi debet, alius pro 

^ Clr ^ 

descensu. Atque cum infiniti dentur arcus tangentis — quilibet eorum ad 
propositum accommodari potest. His enim sumtis arcubus in ordiue pro- 
deunt successive omnes arcus tarn ascensus qtiam descensus, quamdiu corpus 
oscillationes peragit; nam quia aequatio inventa est generalis, ea omnia loca 
ostendere debet, in quibus corporis oscillantis celeritas unquain est = 0, 
Quare in bac rosisteniiae bypotbesi hoc habetur commodum, quod statim pro 
qualibot oscillatione, centesima v. gr., arcus tarn descensus quaua ascensus 
possit deflniri. Sit arcus D, cuius tangeus est et posita ratione dia- 

metri ad peripberiam 1 : n erit eadem tangens omnium horum arcuum 

jD, jt -|- D, 271 -f- J)) Stc -[- J) etc. 

Pro arcu descensus nunc primae oscillationis MG sumi debet arcus D eritque 

2 aJi _ 
gss 

sen abscissa arcus MC 



9 


Abscissa autem arcus ascensus sequentis sou abscissa arcus descensus seoundao 


semioscillationis erit 



-« (tf i-.p) 


Simili modo abscissa arcus descensus in tertia semioscillatione erit 


7 

-e . 

9 


Atque generaliter abscissa arcus descensus in oscillatione, quae indicatur per 


n + 1, est 





quae simul est abscissa arcus ascensus in oscillatione, quae indicatur numero n. 
Quod ad tempora oscillationum attinet, ea sequent! proposition! reservamus. 
Q. E. I. 

L^okharpi Eulbw opera omnia II 2 Meohanica SO 
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TOMUS ALTER CAPUT HI § 574-578 


[306-306 


COROLLARIUM 1 

574. Nisi ergo fuerii oscillationes absolvi non possunt, quia 

finite primo descensu corpus ad cjuietem redigitur, si vel It < vel It = . 

At si oscillationes perpetuo durabuni, quia expressio 

- <* (h 7« + D) 

9 

neqne evanescore neqae negativa fieri potest. 

COEOLLARTOM 2 

575. Arcus descensus se babet ad arcum sequentem ascensus in data 
ratione; est enim abscissarum ratio 

ad c ■ 

9 9 

— na 

ideoqne ipsorum arcuum 1 ad quae ratio non pendet a celeritaie data Vh. 

COROLLARIUM 3 

576. Atquo siroili modo arcus descensus primae semioscillationis ad 
arcum ascensus semioscillationis numero n indicatae datam habet rationoin; 

TCna 

est enim Laec ratio ut c*®* ad 1. Quare si nuinerus semioscillation iini 
duplo fit maior, baec ratio fit duplicata. 

COROLLARIUM 4 

577. Arcus descensus quotcunque semioscillationum se insequentium con- 

stituunb progressionem geometricam decrescentem in ratione 1 ad , Atquo 
ideo integri etiam arcus semioscillationibus descripti erunt in progrossiono 
geometrica eiusdem denominatoris. 
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SGHOLION 1 

578. Quia autem pro D infiniti arcus accipi possunt, quo appareat, qui- 
nam ex iis pro arcu descensus accipi debeai, sumo casum, quo Jc^-^ 
atque arcus ascensus == seu eius abscissa 

Slch i _ 2 , 


boc autem casu est J3 = 0 atque abscissa areua ascensus 


Debet ergo esse 


7 -<»(« + -o) 

-e 

(J 


2J?7) 


et 


n D 



a 


Est voro taugens arcus ti + D, et cum sit = 0, debet 7i-\- J} esse 
== 0. Ex quo intelligitur n~\- J) esse minimum arcum tangent! respon- 
dentem. Dicatur ergo minimus arcus tangent! respondens US), erit 

JD «= — 71 , Quooirca in prima semioscillatione erit abscissa arcus descensus 


ideoque ipse arcus MO 


, a(n:— £) 

a 


2a 



iBt 



Ponatur seu tangens arcus ,E =r; erit arcus descensus priinae semi- 
oscillationis 


at’-E 

— e~' 


^ a 


arcus ascensus primae seu arcus descensus secundae semiosoillationis 



atque arcus descensus in semioscillatione, quae indicatur numero « H- 1 , erit 


— 1 )« 


-| /2 ah 


SB* 
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TOMUS ALTER CAPUT III § 578-583 


[306—307 


qiii esti simul arcus ascensns in semioscillatioue iiumero n indicata. Pro- 
gressionis geometricae ergo, quam hi arcus ascensus coustituunt, denomi- 

— n 

nator est e * . 

OOKOLLA^EIUM 6 

579. Ex his etiam in qualibet semioscillatione celeriias in puncto inflmo 
C potest definiii. Sit eiiiin in semioscillatione, quae numero n iudicatur, 
celeritas in G debita altitudini /?; erit arcus ascensus 


qui aequalis esse dobot ipsi 


Hinc fit 


= e 


(«-' 1 ) It 


-|/2_aA 


-(n 

t 


Yft^e * Yl)- 

Oeleritates ergo in puncto G in somioscillationibus successivis progressionem 
geometricain quoquo coustituunt, cuius denominator est e 


•-rt 

t 


COROLLAJIIUM 6 

580. Si « ponatur numorus negativua, somioscillationos, quae ante pri- 
mam factae esse possent, cognoscuntur; ut in semioscillatione primani prae- 
cedento arcus descensus esse clobuisset 


J/f — .B 




■2«6 


COROLLARIUM 7 

581. Si in prhna semioscillatione descensus fiat ox puncto cycloidis 
supremo vl, orit arcus descensus == a. Quare est 


1/f" 


It 


2& 


et celeritas in puncto inflmo G seu Vh erit 
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COEOLLARIUM 8 


582. Si 
magna, erit 


resistentia fere evanescat seu h fuerit quaiititas vehementer 


B 


Y 2h 


efc 


1/2 a 


2]/2git 

Ya 


Gum igitiir sit r valcle 
semioscillationis 


ot arcus asceiisiis 


magnum, erit atque arcus descensus primae 

A n\-i/2ab 

~ V 2t/ V 'if 


SCHOLION 2 

583. Ex solutioiie huius propositionis inter cetera intelligi potest, quanta 
circuinspectione saepe opus sit ad conclusiones ex aequationibus deducendas. 
Nam in casu 7c < aequationcs, quas pro descensu et ascensu invenimus, 
iia sunt comparatao, ut ex iis sequi videatur arcum ascensus aequalem esse 
arcui descensus; nain facto t) = 0 ex uiraque aequatione prodit 

a 

Jfs^ _ /g — l/ (a^ — 

2ab \o-j-l/(a*— Sgra/c)/ 

Atque hoc ita so qnoque haberet, nisi descensus necessario faceret 5 == 0. 
Posito autem 5 — 0 ntillus datur ascensus et aequatio pro descensu prorsus 
est iminutanda. Quare nisi ex casu, quo 7c = ^, advertissemus h esse =0, 
difficulter ex aequatione veritas cognosci potuisset. Idem quoque accidit, ubi 
in eadem hypothesi ^ descensu ex dato puncto facto celeritatem in 
puncto G invcstigavimus; posito enim s == 0 aequatio ad absurdum deduxit, 
Ita enim est comparata ilia aequatio, ut facto s = 0 non ostendat esse quoque 
-y s= 0, etiamsi rovera sit v = 0; ii enim tantum termini sunt neglecti, in 
quibus reperiebatur s, cum reliqui v continentes eodem iure negligi debuis- 
sent. Inveniri ergo non potest esse ‘^ = 0, si s==0; sed quia ex aequatione 
absurdum sequitur, nisi esset v = 0, ex hoc concludi potest esse ■11 = 0, si 
- s — 0. In aliis vero casibus, in quibus absurdum non tarn facile perspicitur, 
difficulter lapsus evitari poterit. 
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TOLIUS ALTER CAPUT HI § 584-590 


[309—310 


PROPOSmO 66 

THEOREMA. 

584. In medio unifomi, quod resistit in smplici celeritahm rntione, oinnes 
descensus sitjfer cyclokle AMG (Fig. 66, p. 255) fiunt aeqmlihus tomporihns afque 
smiliter etiam onmes aseensns super cycloide ONB aeqmlilnis temporihvs absol- 
vuntur, si quidem potentia soUicUans fuerU nniformis et deorsim direcfa. 


DEMONSTRATIO 


Pro clesceusu, si cUcatur arcus CM — s et altibudo dobita coleritati in 
31 == V, babetur ista aequatio 

« |//i 

Ponatur erit to iit ipsa celeritas in M atque ob dv = 2udn babetur 

ista aequatio 

, gsds , uds 

‘2«w = — --- 4 — , 

« ^ yit 


in qua n et s ubiquo eundem tenont dimensionum numerum. Quaro ai po- 
natur initium descensus in B et arcus GJE =« /* et intogretur aequatio propo- 
sita, ita ut fiat posito s = f, prodibit aequatio integralis, in qua «, f 

et s ubique eundem dimensionum numerum constituunt. Ex hac igitur 
aequabitur u functioni unius dimensionis ipsanim f et s. Quooirca elemon- 
tum temporis — erit functio nullius dimensionis ipsarum f, s atque olGmoiiti 
ds, Eius ergo integi’ale ita acceptum, ut evanescat posito s = 0, orit functio 
quoque nullius dimensionis ipsarum f et s et exhibebit tempus per arcuin 
Oli. In bac igitur functione si ponatur s='f, evanescot f ubique ex ea 
functioue aequabiturque tempus totius descensus per BO functioni ex quau- 
titatibus constantibus </, a et tantum compositae, in qnain nequo f neque 
alia quantitas puuctum JB respicions ingredietur. Quamobrem tempus de- 
scensus per EG eadem exprimetur quantitate, ubicunque punotum B accipiatur, 
atque ideo omnes descensus aequalibus absolvcntur tomporibus. Si in formula 
tempus descensus exhibento ponatur —Vic loco Yk, prodibit tempus aseonsus 
in arcu GNB, quod propterea quoque erit constans, quantuscunquo fuerit ' 
arcus ascensu percursus. Q. E. D. 
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COEOLLIRIUM 1 

585. Quia « aequalis est functioni unius dimensionis ipsarum f et s, 
aequabitur functioni nullius dimensionis ipsarum f efc s. Quare si ponatur 
s == nf, aequabitur quantitati constant!, in qua non inerit f. In variis 
ergo descensibus celoritates in punctis hoinologis totorum arcuuni erunt ipsis 
arcubus f proportionales. 


COROLLAEIUM 2 

586. Omn in descensu maxima celeritas sit, ubi est « = invenietur 
punctuin 0 seu arcus CO ex aequatione, in qua /■ et s ubique euiidem dimen- 
sionuni nutnerum constituunt; ex qua ergo eiit s seu CO ipsi f proportio- 
nalis. In pluribus orgo descensibus tarn maxim ae celeritates ipsae quam 
arcus CO arcubus descensuum totis erunt proportionales. 

COEOLLARIUM 3 

687. Quia tempus per MC aequale est function! nullius dimensionis 
ipsarum /" et s, tempus quoque per EM aequabitur functioni nullius dimen- 
sionis ipsarum f et s seu etiam ipsius f et arcus EM. 

COEOLLAEIUM 4 

588. Hinc conscquitur non solum tempora integrorum descensuum, sed 
otiam tempora descensuum per paites similes arcuum totorum esse inter se 
aequalia. Similique modo hoc locum habet in ascensibus. 

COEOLLAEIUM 6 

589. Gum igitur tarn omnes descensus sint isochron! quam omnes 
ascensus, etiam omnes semioscillationos aequalibus absolventur temporibus. 
Atque in casu > ^ > qiio corpus perpetuo oscillationes continuat, omnes 
absolventur temporibus aequalibus. 

COEOLLAEIUM 6 

590. Cyclois ergo, quae est curva tautoebrona in vacuo, eandem pro- 
prietatem retinet in medio, quod resistit in simplici ratione celeritatum. 
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TOMUS ALTER CAPUT HI § 590-693 


[312—313 


Praotsi’Cci cyclois (juoqus tauiochroiiismuiii obiiuolj in. modio, cuius rosiatoiiiiiiV 
est consfcans seu momentis temporum, ut Neutonus loquilur, proporiioiuilis 
(§ 570). 

SCHOLION 1 

591, Hunc triplicem cycloiclia fcauiochronisrauin Neutonuh qnoquo do- 
monskaYit in Frinc, FJiiV), atque quod ad roBisionilani ijisin colcudi-iikhus 
propoi'fcionalem atiinet, ox hoc domonskationoin fornuivil, quod in divorsis 
descensibus, si arcuum paries totis arcubus proporiionalos accipiaiiiur, in iis 
locis celei-itates sint totis arcubus quoque proporiionalos. "N'liin si coloritaios 
totis arcubus fuerint proporiionalos, si oknnonta qnoquo cai)iuntiir i,{)tis arcii- 
bus proportionalia, tempora per oa erunt inter so aoqualia. 

SCHOLION 2 

592. Btsi autom ex his apparent tempora tam asconsuuin quani dosonn- 
suum inter se esse aequalia, tamen dotorminari non ])otost, (pianlaim siii tinnpuH 
aive descensuuni sive asconsnum, neque otiam toinpova doHConsunm oli ascim- 
suum inter se possunt comparari. Aoquatio oniin rolationoni in tor .s oi« dolinions 
ita est complicata, ut ex oa elomontum toinporis ])or imicam varia])iloni 
non possit exprimi. Praetorea oscillationos inlinibo ]iarv(io, (pmo anlo in 
determinandis tempovibus calcnlmn valdo facileni roddid(n‘uni, in hue rosi- 
stentiae hypothesi nihil adiuvant, Nam otiam si arcus totuH dosciriptus po- 
natur infinite parvus, in aequationo 

j y2ac^yit a A. lilts 

V'(2a«®y'/c- aus + gssYk) - ‘I «« 

quae ex superiori integrata oritur, ne unicus quidom torminns ovfuioscit ))rao 
ceteris. Pendebit autem tempus ascensus a quantitatibus a, h ob //; at quo- 
modo ex his sit compositum, non liquet. Interim bamou hoc cortuin ost, 
quo maior sit g ceteris paribus, eo minus esso toinpus, at crosconto a iompus 
quoque crescere, ib vero crescente diminui, quia resistonbia Jib minor. In hue 
igitur resistentiae h3rpothesi resistontia in motibus tardissiinis non ovanoscit, 


l) I. Newtos, JPlnlosophiae uaturaUs prineipia maihmalica. Loiulini 1087 , Ijil). IT propo- 
sltiones XXV et XXYI. P. St. 




qiKUHiulinoduiii in rnHisiiniiila (][n!i(li’iiliiH coloritaiiiin proporlionali. Ex quo 
con.HOiiui vidofiiir, Hi r(!HiH(.onUa in miiinfo quani duplicaiia coloriLatnm raLiono 
(U'OHdali, in inol.ihiiH l,iirdiH.simiH rciHiHloiiLiam uogligi posHO, aL hi rosiHtoniia 
i’luii'il. in niiiKU'o nil.ioiio, oUiun in moUlniH lai'diHsinnH roai.sLouLiam consi- 
dorari doboro. 


PIIOEOHITK) «7 

IMlOHbEJVlA 

bil.'l. lu mrdto nuifomi, qtwd irsialil in mlioue multipl'mld ccUrilalum, 
l•.nhlN I'x/ioiii'dH r.'d )i»i, drirnnhiuri' woluni corpom fiuprr curva ()I\IA (I'Mg. (>(5, 
|). ‘Jfif)), in tfuti arnot i/uhi/nr ('l\I priporlionulifi /'«/ potvalidi ubarissao (il\ mnoi 
('XjMifnn ch/ I III, 


SOIdiTK) 


l* 0 Mil/iM iibnidsHa ('I. until ('i\l 


« nril. 




a'“dx 

iv."' 


Sil, (tolni'iliiM in iV dobila iilUlnilini iq oril; nwiHl.onUa in !\1 • - aliqiio idoo, 
HI ttovpiiH doMitoiidni'o ponalaiv aiipi'r antu (}J\I, Iiidiobiliur iuLa aoqualio 


dv • -• 


ifdx I- 




I Vo aHitniimi aiilniu Hiipnr I'udoni mirva liiHorvit i.slia aoquabio 


dll • 


(/dx, ■ 


a"'o''‘dx 


lli.riupio vi'ro anqiialio 
niiini duHtti'iiHii 


Hopandinnoin adiniLtot, h) poiiabui* v^lx\ pvotlibiL 


,, , , . , a'H”Ulx 

xdi tdX' -(fdxAr 


HOU 


- - J^dl 

/,•»(</. I D’- irr 


liKitNKAHiti I'.’i’f.Mti (liiem (iiiiiiitt Ifii 


U.V 

•J 

.r 


37 
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TOJIUS ALTER CAPUT DI § 593-599 


[314-316 


atque pro ascensii haec aequatio 

— if'dt _ dx 

i'" (<; + <) + a"* i”* ~ oc 

In quibus aequationibus variabiles i et a; a se invicem sunt separatae, ita ut 
t por (JO opB quadraturarum possit determinari. Constans in integi’ationo ad- 
denda definiri debet vel ex data celeritate in puncto G vol ex loco curvae, 
in quo vel descensus incipit vel ascensus linitur. Si ponatnr abscissa toli 
arcui descensus vel ascensus respondens f, aequalis erit v> function! unius 
dimensionis ipsarum f q\> (o tarn in descensu quam ascensu propter aequa- 
tiones different! ales ffomogeneas. Hanc ob rem Yv aequabitur functioni 
dimidiae dimensionis ipsarum f et x. Tempus igitur descensus per MG, 
quod est 



aequale erit functioni — m dimensionum ipsarum f et (o. Quia autem po- 

sito tc = /’ prodit tempus totius descensus ut ei etiam proportiouale 

est tempus totius ascensus, si quidem f abscissam arcus totius ascensus 
designat. Si ponatur totus arcus vel descensus vel ascensus == A, quia est 

A ut erit tempus totum vel ascensus vel descensus ut ^ vel ut 

Plurium ergo descensuum tempora sunt in ratione - multiplicata toto- 

rum ai’cuum descrij)toram. Atque in eadem ratione sunt quoque tempora 
ascensuum inter so; sed tempora ascensuum et descensuum inter se non 
comparantur. Q. E. 1. 

COBOLLARITJM 1 

594. Quia celeritas seu Yv aequalis est functioni dimidiae dimensionis 
ipsarum et (o, in pluribus descensibus celeritates in puncto G acquisitae 
sunt in subduplicata ratione altitudinum, ex quibus corpus descendit. . Atque 
altitudines, ad quas corpus ascendens pertingit, sunt in duplicata ratione 
celeritatum initialium in G. 
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COEOLLAEIUM 2 

695. Cum tarn iempora descensus quam ascensus sint ut f^~"\ omnes 
descensus aequalibus absolveutur temporibus, si fueiit m = sen resistentia 
ipsis celeritatibus proportionalis. Atque liac bypothesi pariter tempera 
ascensuuin inter se erunt aequalia. Curva autein erit eyclois, ut ante 
osiendimus, 

COEOLLAEIUM 3 

59G. Quia est els = - ---- , erit 

X 

1 — m 

Ex quo perspicitmv nisi sit m<l, curvain A MG fore negativam seu, quod 
perinde est, imaginariam. Semper enim curva inaior esse debet quam abscissa. 

COEOLLAEIUM 4 

597. Praeteim semper debet esse els > elx) quaro, quo hoc accidat, si 
iv = 0, debet m esse nuraerus positivus. Hinc nostra ipropositio requirit, ut 
m inter limites 0 et 1 contiiieatur. 

COEOLLAEIUM 5 

598. In liis casibus maximus ipsius cv valor erit a ibique erit dispel tv 
seu tangens verticalis. Hoeque loco curva liabebit cuspidem; altius enim 
ascendore nequit, quia, si a; > a, foret els < dev, quod fieri nequit. 

COEOLLAEIUM 6 

699. Si m continetur intra limites 0 et 1, curva in O babebit tangentem 
horizontalem atque radius osculi in O erit 

sds 

dx i — tn 

posito a; = 0. Qiiare radius osculi in G erit infinite parvus, si »» < g > flnitus, 
si w== g-, et infinite magnus, si m> g-* 

37 ♦ 
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OOEOLLARIUM 7 

600. Tempora miiiiinorum deaccnsimm ot asconsuum aunl. inlhiiio pai'vii, 
si m<^, at finita, si = 2 • Infinite magna doniqno crunt, si m> O'o- 
nent ergo radiorum osculi in infimo pnncto C i-aiionoin. 

SCHOLTON 

•a 

601. Habemus hie orgo oxempla curvarnm pro rosisl.ontia minoi’oni quani 
duplicatam raiiouem coleritatum tonenkj, super qtiil)na jnotus corporis ])olost 
detorininari. At si medium in maioro qnam duplicata ratione rosistit, curva 
nusquam habebit tangontom borizontalom atque idoo dosconsns ot asoonHUS 
nunquam finiri possimt. (Juo autom in oxomplo apiiaroat, {pialis sit motus 
corporis in medio, quod in maioro quam duplicata ratione coleritatum ri'sistit, 
invostigare Inb'ot motum corporis super cycloido saltoni in modio, quod re- 
sistit in qnadruplicata ratione celoritatuni, flanc voro rosistentiao hypothosiu 
prae aliis eligo, quia in ea coleritas commode ])er soriein potest dollniri. 


PROPOSTTIO 68 


P110BL15MA 

602. In medio uniformi, quod rcsislit in quadriqyUcala miiono. eclerilaUm, 
determimre tain descensum quam ascensum corporis qimncwiquc super ci/ctoidu 
(Pig. 66, p, 255). 

SOLQTIO 

Posita potentia uniformi corpus perpotuo doorsum trahonto <f eli abscissa 
GP = a> et area GM — s erit ex natura cycloidis 8it coleritas in 

G debita altitudini &■ et in M altitudini v abquo exponons j’osistontlao k; (nnt 
resistentia in itf == Pro descensu ergo habobitur haoc aoqnatio 


dv — 


gdx-}- 


v^cls 

¥ 


gsds . v^ds 


a 


v*ds 


at pro ascensn. ista 
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2!)3 


Pro descensu ponatur 
erit 


dv 


-'k'‘ds 
^ eds ’ 

_ —Jc^dds , k^de^ 
^ a^ds 


posito ds constante. Qujimobrem liabebitur 

a 

quae aequatio iu seriom conversa dat 


^ = /■-(- As + 4- 4- 




2-3ak 

4- 


3-4«7u’ 


4- 


7ir/V 


2*3.5-6-8-9oW 


2-3'6-6tW ^ 
4- etc. 


Ad constantes f et A deterrainandas quaeratur valor ipsius v posito 5 = 0; 
erit ergo 

kVi 

"f ■ 

"Et quia, si 5 = 0, cst 

, v^ds Vds 


& = 


propter dv = - 4- ent 


¥ AW 
/c» ff ' 


quae aequatio cum ilia congruit; erit ergo A = — Hoc substituto erit 


^ ^ ~ ^ '8 • B a*** 8 . !t'. Ofl*7c‘ 


h - 0-i* 4. At*! g**' L _j:v .1 etc 

" “ Srt,Z!» 0 . « . K /.sn “ B . A . 


1 -L 


l/’s® 


h* 2“'3o/f* 8 ■ (t afc® 2 . 8 . 6 . 6a>*< 

Pro ascensu vero posito — s loco s habebitur 


— etc. 


7, _ A*- _ X g*^‘ X file 

2a Baft* 2 • 8 • 3 • 4 • Ca’/o® 


bgs* 


1 I gg* 

ft* 2. Baft* 8.4afc®'^2'3.6.0a*ft‘ 


+ i 


jrV 


etc. 


Ex his aequationibus totus arcus vel descensus vel ascensus invenitur, si 



294 


TOiroS ALTEE CAPUT IE § 602-605 


[319-320 


ponatur «> = 0 atque valor ipsius s investigetur. TJt si h fucrit quantitas 
valde magna, erit arcus descensus, qui sit E, 

^ JL _L 301a’’&Yff 1. 

Yg 15(7&’ 450flf^7«^'j/2aZ> 

At sequens arcus ascensus, qui sit F, erit 

|/2ai BaF . BOla^^Yg 

Yg IhgW 460/7:^')/2«6 ® / 

Q. S. I. 


OOEOLLAEIUM 1 

603, Si ergo resistentia est quam minima, erit sumnia arcuum descensus 
et ascensus sen arcus una semioscillatione descj’iptus, i. e. 


Va 


quam proxime. 


OOEOLLAEIUM 2 

604. Differentia autem inter arcus ascensus et descensus, scilicet 
E — P = ^ 

16£f/f* GOa¥ 

Quare differentia inter arcus descensus et ascensus est ut biquadratum 
sunamae arcuum. 


1) Editio princeps; 


]/2a6 6ah* i1a*h*}/g 

Vo gk^ 26j*J*]/2a6 


Eyolvendo arcum s aeoundum potestates quantitatis EuijBBus in serie 

6 = £i* __ 1 . 




terminum 


'20 Safe* ■*‘2.3- 6«>fc* 8.4.6a»fc*''‘2-8-6.6-8a*;(*’ 


• ©to. 


S‘s® 


2.8.B.e'8a»S< 

neglGxifc hooquo modo valorem coeffieiontis membri terfcii vero fraotione malorein invonit. P, St, 

i/U 

» "]/^Clh , 17 d^l)* "]/ (f , ^ _ 
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SCHOLION 1 


605. Ex his perspicitur in medio rarissimo, quod resisiit in quadruplicata 
ratioue celeritatum, differenfciam inter arcus ascensus et descensus proportio- 
nalem esse biqnadrato summae arcuum sen 


S-F 


gjF + F)* 


Supra autem vidimus in medio rarissimo. quod in duplicata ratione celeri- 
tatum resistit, esse arcum descensus 


et arcum ascensus 


^ uh 

Vff 


+ 


2 <*6 
3ff/e 


jj, f/Sab 2a&_ 

hinc erit 

.i^4. 2?= ot F=^~^ (F+Fy 

Vff SffJc 6^; 


(§ 557). Quare in liac resistentia est differentia inter arcus ascensus et de- 
scensus lit quadratum summae arcuum. Atque in medio, quod in simplici 
ratione celeritatum resistit, si fuerit rarissimum, est 


(§ 582). 


1/2 o& I naYh , y2ab 

Jjj ^ 0 ^; J! — - 

Vg Vo 


Agy^ 


Quare erit 


^yh ^ x(J!!+F)ya 
2gyh iy^hg 


Seu differentia inter arcus descensus et ascensus est ipsi summae arcuum 
proportionalis. Ex quo consequi videtur in medio quocunque rarissimo, quod 
resistit in - multiplicata ratione celeritatum, differentiam inter arcus 
ascensus ot desconsus super cycloide proportionalem esse potestati summae 
arcuum ascensus et descensus, cuius exponens sit 2wi. Atque in hac resi- 
stentiae hypothesi coniectaro licet fore arcum descensus 


~ Yo 3-6.7 ••••(2}tt-h 


■p y^ai> 

Vg 


2 • 4 • 6 < • • • 2 w «&”• 

- ■■ < 

3 • 6 • 7 ■ - • ■ (2m -f i)gJ<^”' 


et arcum ascensus 
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TOMUS ALTER CAPUT III § 605--606 


[321—322 


Unde fit 


]JJ—F== 


1-2 -3 ••••»! 

37^ 77,77(2 OT + 1) ' 


Quoties ergo m esi numerus integer sen 2m numerus par, assignari potest 
aequatio inter M — F et E-{-F; at si m fuerit numerns fractus, valor 
fractiouis per methodum intorpolationum, quam exhibui in 

Comment. Acad. Petrop. A. 1730‘), investigari potest. Ex qua quidem 
constat, si 2m fuerit numerus iinpar, valorem liuius fractionis involvero 
quadraturam circuli, quemadmodum otiam in casu, quo 2>a = l, ropperiinus. 


SCHOLION 2 

606. Quod quidem ad ipsain propositionem attinet, esse differontiani inter 
arcus descensus et ascensus super cycloido in totuplicata rationc summae 
arcuum, in quotiiplicata ratione coleritatum sit resistentia, si quidem fuerit 
minima, Neutoniis in Frinc. demonstravit*). Atque demonstrationoin otiam 
ex ipsa aequatione 


, qsds , v"‘ds 

do 


derivare licet. Ponatur enim 


V 




ubi Q erit quantitas valde parva prae & et Hanc ob rem habebitur 


gsd s ^ ^Q^-ffsds ^ Y 2a) 


a 


fc"' 


pro descensu sou 


^ r(2al) — gs^)”'ds 

^ ~J (JtahY 


1) L. Euleri ComraenLatio 19 (indiois Enestrobmiani)! Dc Iransoendcniibxis, seu 

quarum iemini gmex'dles algibraice dari iieguetmt, Commont. aoad. sc. Potrop. 6 (1730/1), 
1738, p. 36; Leonhahdi J^uj^Eur Opera omiiaf series T, vol. 14, P. St, 

2) L Newton, Fhilosophiae naiuralis principia mathemaUGa^ Londini 1687, Lib, II prop, 
XXXI. P. Si 
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hoc integrali ifca accepto, ut evanescat posito s = 0. Pro deacensu ergo erit 

« = 7, _ J- fi^zL^sYds 

2 a'' J (2 a it)'" 


ob pro asceiisu 


j gs^ r{2ah~gsY(^s 
2 a J (20^)'" ■ 


Ponatur v = 0J eb quia tunc proximo esb s = , ponatur 


erib 


atquo 


]/2ai!» 

^-1/7+^' 


g(7 /2q7j ■ l' (2ab ~gssy’'ds 
iiVg (2afc)"* 


_-i/ a r(2ah—gssYds 
^~y2ghj -"(2a7c)'" 


si quitlcm posi inbogrationem ponabur «=]/—• M quia in hoc ipsiiis g 
valore ipsarum Vb ob s sunb 2m dimonsionos, habebib q huiusmodi formam 
Nb”', Qnocirca orib arcus dosceiisus 


eb arcus ascensus 
nine ergo habebitur 


]/2(th 

J2J ~ 7 "’ 

Vg 


+ m" 


F= 


_ m”' 

Vg 




NYiEjrF)^ 
'2®'"- ‘a’" 


Ab nuraerus N obbinebibur ex formula 


-\/ a F/2 al — gssV" J 
y wj V Tabi-) 

si post integi'ationom ponatur s = • Atque haec est demonetiutio illius 

ipsius, quod in praecedenbe scholio ex induebione derivabamus. Erit enim 
N numerus ratioualis, quotios m fuerit numerus integer affirmativus; at si 

JjKONirAHDi Euleui Oporfi omnia II 2 Moolianica 


38 
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TOMDB ALTER CAPUT III § 606-607 


[323-324 


2«i. fuerit numerus integer impar, inventio numeri N a quadratura circxili 
pendebit. Generaliter autem valor ipaiua q cum hac expressione 


congruit. 


2 • 4 • 6 • • • • 


PROPOSITIO 69 

PROBLEMA. 


607, In medio, quod resistit in qtiadnipUcata rationc celeritatum, si dekir 
corporis super cima AMG (Pig. 67) ex data pu/ncio A descendentis in singulis 
locis celeritas, invenire celeritateni eiusdem cwporis descenstm in qtiocunqtie cdio 
puncto E incipientis. 



SOLUTIO 

Posito GP=x et GM = s ait corporis ex A 
delapsi celeritas in M debita altitiidini ii, quae 
quantiias u ergo per hypothesin daiur per ® et s. 
lam si corpus descensum ox quocunquo puncto E 
incipiat, ait celeritas in M debita altitudini v. 
Aequaiio vero motum determinans erit 


dv 


• — gdx "b 


v^ds 


quae dat valorem ipsius v, ubicunque descensus inceperit; erit ergo otiam 

j , , M®d8 

du,=== — gdx + -yj- ■ 

Ponatur = — q\ erit 


du — dq^— gdx + ^~ 


^quds , q^ds ^ 


ex qua aequatione propter 

dn 


— gdxA- 


u^ds 

~W 


— (^3== 


2quds . q^ds 


dq , 2uds 

seu f + 

2’ ?f*2 


ds 




oritur 



321-325] DE MOTU PUNCTI SUITER DATA LTNEA IN MEDIO RESISTENTE 


299 


quae multiplicata per c clat hanc integralem 


2 fuds 

e == 


S/* rirfj 



ds 


ex qua prodiL fmutata significationo litlerae c] 




Quocirca erit 


V = u — 


9 J' udis 

_ 

2 J'ud^ 

c -I- fe~^ ds 

ij’adt 


in qua aequationo integralia 


ay'utJi * 

e + fe ds 


f 


Ws 


ot 


uds 

jc *’ ds 


iia sini accopta, ui evanoscant posito s = 0. Sifc nunc altitude celoritati in 
G debita = a, si descensus ox A fiat, at altitude celeritati in G debita, si 
descensus ox E fit, = h', erit Z» »= a — ■- • Ex quo habebitur 


v = tt, 


(^L 


ifudt 


/«* + («• 


■&)ye ** ds 


Data ergo celeritato in G, nempe Vh, invenietur punctum E, in quo descensus 
incepit, ex hac aequationo 


u ■■ 


2 Hda 



•]- {a — l})J‘e ** ds 


ex qua valor ipsius s dabit arcum GME. Quia igitur datur « per s, ex 
hac aequatione celeritas corporis ex quocunque alio puncto delapsi super 
curva AMG invenietur. Q. E. I. 


38 
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TOMDS ALTER CAPUT Til § 608-612 


[325 


COEOLLARIUM 1 

608. Si vfilor ipaitis v ita immuteiur, lit tarn in niimevatore quara in 
cloiiommatore b sine coefflciento apparent, proclibit 


h^u 


^ I \tds ay’ud^ 

\h f s - ]c^e~^) ^ ¥ c~"~~ life ^ ds 


ay «di 

je ds 




h — a 

u (la 

p! ds^ 


Atqnc orit i; = 0, si esfc 


a + 


Tcht 


2^fitd$ ifudi 

w p} ds — li^o 


= A 


COEOLLAEIUM 2 

GOD. Quia est 

•j ds f 

= — gdx, 

~^f f<di 

orit liuiiis aeqnationis per c innltiplicalao inlegj'alis haec 




ywd« J'uda ^J\ida 

= ae — go *’ dx 


integralibus ita snmtis, ut evaneacant posilo s vel Vol otiam est 


atquo hinc 
Quare erit 


iv, .gdx uds 

'u ~tT ^ "W 


'gdx 


/ ucis 1 ti , r< 


fnd, A''* 

a ’ 


uncle dx loco ds in aeqnationo snperiore potest introduci. 
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COROLLARIUM 3 


2 s 


610. Si resistentia fuerii quani minima, evanescot pf *' ds prae k" et 
ideo erit 

v = u — {a — h)e =« « — (a — &)^1 -}- j 

propter k quaiititatem maximam. Quamobrem oi’it 

, , 2hfu(ls 2afii(ls 

v = b-\~ - 4 , a 




611. Cam autem sit 


w.)- 

V 1 / 


COROLLARIUM 4 


y'(i + ?A*)_i + /»p, 


erit elementum temp oris 

ds 


JcHs 


Vo (^- + /«*)]/(» + 

Per aequatioiiem autem 




est quam proximo 
undo erit 

tliiOUG 

ds 


u ^ 


ihi^^ —gd'e+ 

Jkds => J‘(a — gx)ds 


^ ¥_ds 

(k^+fia — gx)ds)y(b — a-i 


ft*a — gh*ic-\-J'(a~ gx)''ds'' 


Wds 




SCHOLION 

612. Quemadmodum hypothesis rosistentiae quadratis celeritatum pro- 
portioualis prae aliis hypothesibus excepta ea, quae est coiistaus, hanc habet 
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praerogativamj iit corporis super quacunque curva moti coloritas in omnibus 
locis ex aequatione curvao possil definiri, iia baec rcsislontiae hypothesis in 
hoc prae reliquis excollit, quod ex dato unico descensu vel ascensu simul 
omnes descensus et ascensus posshit cleterniinari. In aliis onim resistentiis 
operatic, qua hie usi sumus, non succedit neque ad aequationeiu doducit, in 
qua indeterminatae a so inviceni separari possunt. Hanc ob rein uti rcsi- 
stoiitia constans ost simplicissiraa eamquo sequitur ea, quae quadratis coleri- 
tatum ost proportionalis, ita ])ost has pro simplicissima rosistentiao hypothesi 
est habenda ea, quae iit in quaclniplicata rationo celoriiatum. Vidotur quiciem 
ex his par uni commodi ad motiiin in hac rosistentiae hypothesi definiendum 
obtineri, quia unu.s descensus lanquam datus accipitur, qiii aiitoni inventu 
aeque eat difficilis ae quisquo alius. At si plures descensus considorantiir 
et inter so comparantur, aequatio 

ffClx + 

reipsa tros variabiles inqdicat, iiompe praeter v ol s sen a? coloritatoni in 
puncto 0, quae in variis desconsibus variatui'. Quaro cum rosolutioneni huius 
aequationia ad lianc aequationeiu 

dM «= — (jdx * 

reduxorimns, quae ad unicum doaconsiim sjiectat, ilhid incoininoduni trimu 
variabilium hoc mode tollitur. Praeterea opo istins artiiicii plures descensus 
inter se coraparari possunt, quod in tiliis rosistentiao Jiypothosibus no (piidoni 
fieri potest. Atque hinc otiam innlia problemata invorsa pro hac rosistentiao 
hypothesi rosolvi possunt, quae in aliis omnino tractari neqneunt. 

PROPOSITIO 70 

PItOBLEMA 

613. Si resislenlia fuerit qiiam minima respectu potentiae soUicilcmtis absoluiae 
et proportionalis poteslati mieunqtie celeritatwn, deierminare mokm mpons sijper 
qxmmqm curva AM (Pig. 68, p. 303). 

SOLUTIO 

Descendat corpus super curva AM descensus initio in A oxistonto; po- 
natur super axe voiiicali abscissa AF<=oi, arcus AM ==8 ot potentia per- 
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petuo cleorsum traliens Sit celeritas in M debita altiiudini v et resi- 

stentia ibidem = , ita ut resistentia sit proportionalis potestati exponentis 

2 m celeritatum. His positis erit 


j , v’”ds 

(lv=-(jdx 

at quia resistentia ponitur valde parva, orii terminus 
vehementer exiguus atquc proptorea v = gx quani 
proximo. Substituatur gos loco v in tormino - ; erit 

v==gx—^-J cd^ds 


A 



atque simili mode adbuc propius 

v^g(D — fif”-hls fx'"ds. 


Quae inlegralia ita sunt accipionda, ut evanescant posito a: = 0. 

1 1 g’'‘Jx"'ds Sg^”‘(fx”‘dsy 

Yv Ygx 2Ji'‘'gccYgx 2h'‘”'g^xygx 8k^’"g^x^ygx 

Atque tempus descoiisus por JM erit 


Hiuc ergo erit 
+ etc. 


+ '"2^ A’**®. /*"'*“ 

At si descensus ad fixum puiictum G (Pig. 67, p, 298) usque desideretur 
initio descensus ox ijuncto JJJ facto, ponalur puncti E supra C altitude 
verticalia GE^a, abscissa 6'P = fl5 ot arcus <77kf=s; quibus positis Me 
casus ad superiorem redueetur, si ibi loco x ponatur a — x et — ds loco ds. 
Quare si altitude coleritati in M debita vocotur v, erit 


V == g(a~-x)-\- ^Jla-xy'ds-y — coY’'^ els f{a-~xyds quam proximo. 


llaec voro intogralia ita sunt accipienda, ut evanescant posito x — a. Atque 
tempus per arcum EE[ est 


Jla — xfl dsf{a — »)’"ds quam proxime, 
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ubi itorura omnia iuiegralia ila smil capieuda, ut ovanescant posito a; = a. 
Siinili modo, si corpus ex O super curva CMli asceiidat. iaiiia coloi-itatn, 
qua ad puncUini 7 a' usque pertiugoro possii, eaodeni acquationos locum 
habobunt, si modo loco pouatur — Hanc ob rom orii 

<0 = <f{a— a;) — j (a — a;)’" 7s + - - j {a—;)^"'~^ds j [a — K)”'ds quam proximo 


atqno iotupiis asconsus per il/^ 

-J /Ja-x) " ~ ~ proximo, 


omnibus his integmlibus quo(|uo it<a accopiis, ui ovauosciiui posito ft. 
At([uo hoc modo tain tlosconsus corporis su])or cui'va (iua,cim(ino (puim 
oscillafcionos super curva idonoa in modio rarissimo potonint dotermiuari, 
Q. 111. J, 


(JOUOTjLARIUiW 1 

GW. Apparot ex Ills, quod quidom per so intolligitur, si corpus in modio 
rosistcuto super curva AAI (b’ig, (iH, p. 303) descendat, loro coloritatom in /!/ 
minorom, (|uam si coi’pns in vacuo aiipor oadoin curva dosotmdissoli. At(|Uo 
tonipus ill modio rosistouto mains ost qiiaiii tompiis doscmisus jjoj' AAI in 
vacuo. 


COllOLbAETUM 2 

()i5. Altitude coloritaii in pmicto iiilimo (I (Fig. (>7, p. 298) dobita pro- 
dibit, si ill oxpressiono ipsius v poimtnr .'r>=0. Hoc aiifcom facto (it 

V = {j a -|- (a — «)’"7s quam proximo 


]iosito po.st iiiicgrationom supra praoscripto modo peractaiu x = 0. At .si 
— xyUs ita capiakir, ut ovanoscat posito a; = 0, turn orit in pimcto 0 

v^(ia-A^J{u-~xy“ds, 


si post intogiutiouem ponatiir x=^a. Id tpiod ad dosconsinn povtineb. 
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COKOLLARIUM 3 

616. At i)ro ascensu celeritas corporis in C, qua ad E usque ascendere 
valet, debita eiit altitiidini 

si hoc integrale ita accipiatur, ut evanescat posito a? === 0, atque jiost iute- 
gratiouem ponatur x = a. 


COROLLAKIUM 4 

617. Sit altitude debita celeritati corporis iii G quam iam desceu- 
dendo per EM G acquisivit et qua iterum super eadem curva ascendet; ponatur 
altitude 2)G descensii percursa ut ante a et altitude, ad quam ascensu per- 
tinget, a — cl] erit d quantitas valdo parva atque ideo 

h^ga— -^~f(a ~ x)”Uls = ga~ gd H- ^Jla - a>y“ds 

vel etiam 

^ 2ga — 2l> 


COROLLAEIUM 6 

618. Quia tempus desc6n.sus per EM est 

his integralibus ita acceptis, ut evanescant posito x == a, erit tempus per M. 0 

si integralia ita accipiautur, ut evanescant posito x-^O. Atque simili modo 
in ascensu erit tempus per GM 

“/iA (a- ■ 


yg(a~x) 

Leonuarui Eur^EUi Opera omnia II 8 Moclianica 


BO 



TOMUf-l Al/ri'lll tlAlMI'l’ III 




;K)() 


(’.1*1 


I'CI I 


coitohKAimiM i; 

(Hi), fnii'^nim b'inpiiH vcl ili’iit^cii'iiin \nl )),.)• r.l//-; liuj)(,. 

i)itur, Hi in iiin tiOHl;('ri<)i’iiiun InniMiiin imnal.iir iMti.l inlcf^iiiliuiit'ni i -a, 


Hl'llOl.lON 

(i‘2(). HiiUh iiiiM oxpoHiljH iiii, tpiiii' iid idiiIuiu roipori i htipi'i- ihila I'urvti 
iiivmiii'iiiltim pnii.itKdil, prnprtHlidr ud ipim'‘i|i(iiii'!i iiivi’i .a., lu ipulni-. «*\ nliiM 
(laiiH, (piiKi iiK'opnila. Hiiiit, invivil.iputiiur. Ml piiiiiuni iiiiiili-ni urciirniiit. 
huiuKiuoili pi'diilaiiiiitii., in tpiilniH lov tn'rtdt'nilinnia mi-u fidtM'ilnliiiti 

datin' oil rui’va tpiiinnl.nr, i|nun nnituiu illi I'i'alai' riiiivt<iiii'iili<iii pnttlin'iil. in 
inodio (iin)('imi[Uo rfsintoiili'; pnli'idiain \i’ui ali.uliiiani ul iMriniii-i i>(in« 
Htautoin ot (looi'Hiiin dii'ooliiin iiMinninniniti. 


PROPOSITU) VI 

(liJlt ill 'llU'tliii, (jiuiil Hi mfiiii/t i/mit Kihfitr muftiplii iitii 1 1 If) l/nfit/it, 

htiuDih'r. ctit'VHiti AM (IPi, niifiiy ifttn no fait tfu </> u «»/!»/, m •ii»(/n//,'i 

■pumiiti JM vi'lvrilatm liulwtil ihhihim uliilndmi, i/mti ini/tm/ri 'of nupuu- 

dcnti /'{j <{(d(w airvur. HI,. 


Siil.n’l'Ui 

I OBiiia A I j (’(. / /j - ' iluliilnv in'tpiiiliii ini<M' • in »' piiipli'r I'urviiin 
H.L dakiun, lain ail. anuin AM ,•* ol l•\pl)nl‘U‘l laiiKid > innllijdii'itlai* I'nli*- 
ritatuin Ifw, oni voKiHtonlia ohIi pi'(ipni'iiiiu.ili>>; ipiilnii pn iin. cul 



donnliiiiMi if pnltniliaiu nniliniin<in ilnm.iiuii Ira- 
iii'uliiii) i<( /,' i*\|iMin‘nii'ii) H'lini’iilia*'. Mx ha*', 
igiliiir aniptalhnin i',*l 
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quao, quia v per a: dari ponitur, variabiles habet a se invicem separataa 
atque idcirco sufficifc ad curvam quaesitam AM construendam. At quia da 
semper inaius esse debet quain A%, ne curva AM flat imaginaria, oportet, 
ut sit (jli''dx — 1(!‘'dv:> v'"dx seu 


Nanique ubi est 


dx > 


ghm _ ^tn ' 


dx = 


/iJ"' dv 
gt' — v”>’ 


ibi curvae AM tangens fit verticalis; et ubi 


dx< 


Jc”'dv 


gk”' 


ibi cui’va AM omnino partem babere iiequit. Q. E. I. 


COROLLARIUM 1 

622. Cum, ubi curvae BL tangens est verticalis, sit d?; = 0, ei*it in 
loco respondento curvae AM 

, glc"'dx 

ds^ -—-r-, 

^in 

in quo puncto corpus descendens maximam vol minimam babebit celeritatem. 
Ne igitur hoc curvae AM punctum sit iinaginariuni, oportet sit > v'" 
seu V < Icfg. 

COROLLARIUM 2 

623. Si curva BL alicubi incidat in axeiu AP, ut ibi sit -y = 0, erit 
in loco curvae AM respondente ds = co, si quidem m fuorit numerus afflr- 
mativus. Hoc ergo loco curva AM habebit tangentem liorizontalein, in 
quam curva desiuet. 

COROLLARIUM 3 

624. Habeat curva AM alicubi tangentem horizontalem; evanescet illo 
loco dx prae ds. Quamobrem erit 
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TOMUS ALTER CAPUT III § 624-629 

Ex quo apparefc in loco eurvae J3L respondente applicataa decrescere debere 
atqiie ibi eurvae BL tangentem fore horizoiitalem, quia dv infinities quoque 
maius erifc quam do/>. 


COROLLAEIUM 4 

625. Oiu’vae AM tangens, ul vidimus; ost verticalis, ubi est 

Quo igitur curva in initio A, ubi coleritas sit nulla, habeat tangentem verti- 
calem, oportet, ut ibi sit dv~gd<c seu Hoc ergo casu tangens 

anguli, quern curva BL in A cum AJP coustituet, erit =g. 


COEOLLABIUM 5 

626. Cura sit 

glc”'dx — h’“dv 

erit elementuni toraporis 

ds gh”'dx — h”'d v 

Yv /‘+ 2 - 

Quocirca tempos descensus per AM erit 


(2w — 



SCHOLION 1 

627. Si curva BL super AB ascenderet, turn curva AM quoque sursum 
vergeret atque loco descensus probleinati satisfaceret ascensus super ilia 
curva. Pit enim hoc casu abscissa x negativa ideoque ot eius eleniontum dx] 
quamobrem habebitur ista aequatio 


dv = — gdx — 


v"'ds 

T®” 


quae oritur ex aequatione 



336—337] DE MOTU PUNCTI SUPEE DATA LINEA IN MEDIO EESISTENTE 


309 


naturam ascensus continente. Siinili modo, si curva BL ita est comparata, 
ufc rursus ascendat, turn curva AM quoque sursum dirigetur et partim 
descensu partim ascensu conditioni praescriptae satisfaciet. 

EXEMPLUM 1 

628, Si quaeratur curva AM, super qua corpus aequabiliter moveatur, 
celeritate scilicet altitudini h debita, erit BL linea recta parallela axi AP 
atque v^h. Hauc ob rem erit 



Unde soquitur liueam AM fore rectam inclinatam et cosinum anguli, quern 
cum verticali AP constituet, fore posito 1 pro sinu toto. Quo igitur 

maior fuerit I seu celeritas, qua corpus ferri debet, eo minor erit angulus 
cum verticali AP, atque si fuerit turn linea quaesita ipsa erit 

verticalis AP. At si If' maior proponerotur quam gh”', turn solutio perdu- 
coret ad imaginarium, ad angulum scilicet, cuius cosinus esset maior sinu 
toto. Tempus porro, quo lineae portio AM descensu absolvitur, erit 

_ glc”'x s 

~h^b~Yb 

EXEMPLUM 2 

629. Quaeratur curva AM, super qua corpus ita descendat, ut eius 
celeritas in singulis punctis sit ut radix quadrata ex altitudine AP, quae est 
proprietas omni niotui in vacuo competons. Erit igitur 'i) = ax et dv^adx 
bisque substitutis lial)obitur 

, glfUlx — cclf'dx , (ff — 

ubi coiistantis additione non cat opus, si m<l. At si w==l, curva est 
tractoria super linea horizontali per A transeunte descripta; super qua corpus 
ab infinita distantia, coucursu scilicet tractoriae cum asymtoto, descensum 
incipit. Simili modo, si m>l, curva formam babebit tractoriae similem. 
Semper autem esse debet a < g; ex quo perspicitur corpus in medio resi- 
stente non tantam acquirere'’ posse celeritatem quantum in vacuo. Deinde 
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TOMUS ALTER CAPUT HI § 629-633 


[337-339 


quia ds mains esse clebet quam dx, erii (g — a)Jc'“ > corpus igitur pro- 

fundius descendere nequit quam per altitudinem 




quo loco curvae iangens erit verfcicalis curvaque punctum reversionis habebit, 
Tempus autem, quo corpus per arcum AM descendit, est 



(1 -2 »»)«’" 


Quare nisi sit m < y, tempus non potest esse finitum, sed ost infinite 
magnum; nam si w «= , curva erit cyclois deorsum versa, super cuius 
vertice A corpus perpetuo perraanebit. 


OOJIOLLARIUM 6 

630. Perspicitur ergo in medio resistente motum non ultra datum punctum 
posse continuari, ita ut celeritates semper sint in subduplicata ratioiio 
altitudinum. 


OOROLLARIUM 7 

631. Ex his apparet omnes curvas hoc modo invenias habere in A 
tangentem horizontalem. Quamdiu ergo radius osculi in A est flnitae magni- 
tudinis, corpus nunquam descendet. At si radius osculi fit infinite parvus, 
quod evenit, si w<y, turn corpus descendere poterit; id quod ex eo, quod 
tempus fit finitum, intelligitur. 


SOHOLION 2 

632. Si corpus ox A descensum incipiat atque curvae AM in yJ tangens 
non fuerit horizontalis, turn ipso motus initio resistentia est nulla; erit ergo 
ibi dv—gdx. Quamobrem quo loco AM curva prodeat non habons in A 
tangentem horizontalem, curva BL, quae in A conveniet cum ytP, ita debot 
esse comparata, ut in ipso initio sit seu tangens curvae BL in yl 

cum axe AP angulum constituere dehet, cuius tangens sit alioquin 

enim curva AM non angulum acutum cum AP conficeret. Magis autem 
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descendendo semper esse debot v < gx; iu medio enim resisfcente celeritas ex 
quacunque aliitudiue acquisita minor est celeiitate, quae in vacuo ex eadem 
altitudiiie acquiritur. Porro in medio resistente corpus maiorem celeritatem 
acquirere non potest, quam si per lineam verticalem delaberetur; quia enim 
linea verticalis est brevissima et citissime descensu absolvitur, corpus quam 
minima resistentiae action! est expositum. Quamobrom in medio resistente 
onrva BL ita debet esse comparata, ut v ubique sit minor quam altitudo 
debita celeritati, quao a corporo in eodem medio resistente per AP cadendo 
acquiritur. Ubi enim v banc altitudinem superat, ibi curva AM fit imaginaria. 


SCHOLION 3 

633. Simili mode res se habet, si pro ascensu detur curva BLI) 
(Pig. 70), cuius applicatae PL smt altitndines debitae celeritatibus corporis 
ascendentis super curva invenienda AMIS iu punctis M. Dictis enim AP=x, 
PL<=v et AM—s erit 

—g'k”'da} — h”'dv 


Ne igitur ds sit negaiivum, oportet, ut dv liaboat 
valorem negativum, i. e. ut curva BL continuo ad 
axem AI) convergat. Deinde etiani — dv maius 
esse debet quam gdx sen tangens curvae BL 
ubique cum axe AP maiorem angulinn constituero 
debet, quam est is, cuius tangens est ^g. Ncquo 
vero hoc sufficit, sed praoterea — dv — gdx maius esse debet quam seu 





av > - - - , 

sive differentia inter —dv ot gdx maior esse debet quam Haec 

postrema conditio hue redit, ut PL sit minor quam altitudo debita celeritati, 
quam corpus in P haberet, si ex A coloritate altitudini AB debita per AP 
ascendisset. In ascensu enim por lineam vorticalem corpus pro ratione alti- 
tudinis percursae minimum celeritatis deti’imentum a resistentia patitur. In 
ipso autom puncto D angnlus ABB tantus esse debet, ut eius tangens sit 
==,< 7 , quia props punctum E, in quo celeritas est nulla, resistentiae effectus 
evanescit; sin vero iste angulus esset maior, curva AME in E tangentem 
haberet horizontalom, uti in praecedente scliolio quoque de descensu monuimus. 
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TOMUS ALTER CAPUT III § 634-639 


[340-342 


PROPOSITIO 72 

PROBLEMS 

634. Si detiw mrva AJIJ (Fig. 71), suj)er qua mrpus in vacuo moveakcr, in- 
venire curvam am, super qua corpus in medio resistente ita descendat, ut celeritas 
in a aequalis sit celeritaii in A et sumtis arctibtis AM et am aequalibus ut 
celeritates in singulis ptmciis M et m sint quoque aequales. 


SOLUTIO 



Diictis axibus verticalibus AP et ap et borizontalibus ilfP, mp ait 
AM=ani = s, AF=t et ap’^a); propter curvam AM datam dabitur 

aequatio inter s et lam sint celeri- 
tates in punciis J et a debitae altitudini 
1) et celeritates in M ot m debitae alti- 
tudini V, Sit potentia absoluta deorsuin 
sollicitans g et rcsistentia ut potestas 
exponentis 2m celeritatum. Hia positis 
erit pro inotu in vacuo super curva AM 

dv = — gdt sen v=‘h — gt 

et pii'o descensu in medio resistente super curva ma erit 

clv=,—gda>-{-~; 

in qua aequatione si loco dv et v substituantur valores ex priori aequationo 
inveuti, prodibit 

Beu da:-dt + i=J^\ 

Quia autem datnr aequatio inter t et s, si loco i eius valor in s substitua- 
tur, habebitur aequatio inter a? et s pro curva quaesita am. Q. E. I. 


COROLLABIUM 1 

635. Si in curva AM punctum S fuerit initium descensus ideoque eius 
altitude supra A = — , habebitur quoque in curva am initium descensus 1) 
sumendo arcum amb =■ AMB. 



342—343] DE MOTTJ PUNCTI SUPER DATA LINEA IN MEDIO RESISTENTE 


313 


COEOLLAEIUM 2 

636. Ex soluiione apparet esse semper d{c>dt\ quare altitude ap maior 
erit quam altitude AP’, iu medio enim resistente maiore opus est altitudine 
ad eaudem celeritatem generandam quam in vacuo. 

COEOLLAEIUM 3 

637. Quia in curvis ^iJlf et mi sumtis aequalibus arcubus celeritates 
in illis locis sunt aequales, tenipora quoque, quibus aequales arcus AM et 
am describuntur, erunt aequalia. Atque idee tempus descensus in medio 
resistente per hma aequale est tempori descensus in vacuo per BMA, 

COEOLLAEIUM 4 

638. Ne curva Ima fiat iinaginaria, oportet, ut sit ubique (lx<ds. 
Hanc ob rem debefc esse 

d t -)- --- <ds seu glc”' dt<g Jt'“ ds — {h~ g ^)''' d s . 

Hoc autem ita so liabet, si fuerit 

gVdt <{gl^" — h”')ds, 


qui est casus, si t evanescit et pertinet ad punctum a, nisi t alicubi habeat 
valorem negativum. Quocirca ad hoc tantum est respiciendum, ut punctum 
a fiat reale, quod evonit, si gli^dt non maius fuerit quam {gt' — lf')ds. 

COEOLLAEIUM 5 

639. Ne igitur curva am flat imaginaria, ante omnia necesse est, ut sit 
b < liVg. Sit in piincto A ds = adf; erit a numerus imitate maior et ideo erit 

gk"^ < a(glc''‘ — 6"*) seu b < • 

Si ergo curva MA in yX habeat tangentem horizontalem, debet esse b <kVg 
propter a = oo. 

Lkoniiaedi Eulujui Opera omnia II 2 Mocliauica <10 
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TOMOS ALTER CAPUT III § 640-644 


[343-344 


COEOLLARIUM 6 

640. Sifc autem, si fuerit ds — acU in piincio A, 

a 

erit in ipso puncto a 

a a 

Hoc ergo casii curva am in a tangentem habebit verticalem. 

COROLLARIHM 7 

641. In initio motus in E fit & = (/t sen t==-g- 
erit clx = dt curvarum elementis sumtis aequalibus. 
punctis JB et 6 aequaliter erunt inclinatae. 

SOHOLION 1 

642. Quia curva an non absolute ex curva AM construi potest, sod 
praeterea nosse oportet celeritatem in puncto A sen descensus initium B, 
si in curva AM aliud descensus initium accipiatur, alia iuvenietur curva am. 
Cui’vae ergo BMA et hma rations unici descensus tantum ita congruunt, ut 
celeritates aequabbus percursis spatiis sint inter se aequales, et si in aliis 
punctis initia descensus ponantur, baec convenientia non amplius locum 
babebit. Non igitur dantur duae curvae, super quibus descensus omnos ad 
datum punctum usque inter se coiigruant, altera in vacuo, altera in medio 
re.sistente constituta. 


Pro puncto b igitur 
Quare tangentes in 


EXEMPLDM 1 

643. Sit AMS linea recta utcunque inclinata, ita ut sit s = af, et 
quaeratur cuiTa awb, super qua corpus simili mode progrediatuv in medio 
resistente quo super AMB in vacuo. Posito autem - loco t prodibit 
sequens aequatio inter et s pro curva quaesita anb 


dx 


a “ 


a (m + ‘ {m + ij ’ 


cuius integralis est 
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Ne punctuin a fiat imaginarium, oportet, nt 

1 

« ^ gli”‘ ^ • 

Nam si fuerit 

a ’ 

curva in a liabebit tangenlem vertioalem neque propterea h maiorem habere 
poterit valorem. Ponatur igitur corpus super linea iucliuata SMA qx tauta 
altitucime descendisse, ut fiat 

erit 

quae est aequatio pro curva anih, in qua initium descensus in h est capien- 
dum, ubi est c?s «=* adx, sen arcus ami erit 


Yy««>-i(a— 1) 
i^y- —.nr-i--' 


Si rosisteiitia fuerit quadratis celeritatum proportionalis, erit m = l ideoque 


et integraiido 


rfa; _ _ rfs - St 

a gulo Kli 


x = s — 


ss 

2 ah 


Quae est aequatio pro cycloido super basi horizontali descripta, cuius circuli 
generatoria diamotor est 


COEOLLARIUM 8 

644. Sit ergo super basi horizontali OB (Mg. 72, p. 316) descripta cyclois 
AMB circulo generators ANG et sit medium resistens in duplicata rations 
celeritatum, cuius exponons sit ==>A:. Si nunc in circulo ANG smnatur chorda 
AN— 2 ducaturque horizontalis PNM et ex M tangens MT atque duo 

40 
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TOIIUS ALTER OAPUT IH § 644-648 


[345—346 


corpora ponantur descendere, aUernm super MT in vacuo et alterum super 
curva MB in medio resisiente, ambo haec corpora aequalibus temporibus 
aequalia spatia absolvent. 


A 



KXEMPLUM 2 

645. Sit curva AMB (Fig. 71, p. 312) cyclois deorsum spectans, cuius 
circuli generatoria diameter =• |-> erit ss — ’iat et atque dt^ — ' 

His ergo substitutis prodibit pro curva amh sequens aequatio 

, sds . {^ah — gs&y'ds^ 

vel si toius Eircus AMB, qui in vacuo descensu absolvi ponitur, vocetur c, 
erit 1) = ideoque pro curva amh oriotur ista aequatio 

, sds . <f'~^(c6~ss)”'ds 

'k=F' ■ 

Ne igitur haoc curva in primcto a flat imaginaria, oportet sit 2"'a’'7i;”', 

vel altitude arcus AB minor esse clebet quam nam si fuerit aliitudo 

arcus AB turn curvae amh tangens in h orit verticalis. Si ergo B 

sit cuspis cycloidis, erit sou c = a, ot si sit praeterea 

quo curvae amb in a tangens flat verticalis, babebitur ista aequatio 

I sds , (aa — ssYds 


quae curva in duobus punctis a et 6 babebit tangentes verticales. 
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COROLLARIUM 9 

646. Cum igitur corpus in vacuo super cycloide ita descendat, ut eius 
accelerationes sint spatiis percurrendis proportionales, eandem proprietatem 
liabebit descensus in medio resistente super curva l)ma, si initium descensus 
sumatur in pimcto 6, quod per aequationem ad ciu’vam amh determinalur; 
erit scilicet amJ) = c. 


OOROLLAEIUM 10 

647. Si ill curva AMB aliud descensus initium B capiatur, tota curva 
anib alia reperietur, quia in eius aequationc longitude arcus AMB ==■ c con- 
tinetur, Quaro, etiamsi cyclois sit curva tautochrona in vacuo, curva amh 
talis tamen non erit in medio resistente, quia pluribus descensibus super 
AMB totidem curvae diversae in medio resistente respondent. 


SCHOLION 2 


648. Ouvvao hoc exomplo erutae sunt eao ipsae, quas Clar. Hhkmannus 
ill Comm. Tom. II. pro tautochronis in mediis resistentibus invenit;^) sed 
simul ipse domonstravit eas quaesito satisfacere non posse. Ceterum ex his 
intelligitur simili modo in medio resistente curvam posse iiiveniri, super qua 
corpus ascendendo eodem modo moveatur quo super data curva in vacuo. 
Sint enim puncta A ei a initia ascensus, illud in vacuo, hoc in medio resi- 
stente, sitque celeritas initialis debita altitudini 6; habebitur pro curva amh 
ista aequatio 




ex qua aeqiiatione intelligitur curvam amh non fieri posse imaginariam, nisi 
ipsa curva AMB talis fuerit. Nam quia, ne curva amh sit imaginaria, esse 
debet dx<ds, hie dx minus est quam di, quod per se minus est quam ds. 
Ut si linea AMB fit linea verticahs, altera amh poterit assignari; nam po- 
sita AB ~ c erit h = gc et s = quaro pro curva amh invenitur ista aequatio 


dx = ds — 


g”>-^(c—sy'‘ds 


l) Ia.0. IIBRMA.NN, Tkeoi'ia generalis motuum, qui nasountur a jjote/itiis quibusvis in corpora 
indesinenier agenlibits, Oommonl. aoad. so. Petrop. 2 (1727), 1729, p. 139. P. St. 
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TOMUS ALTER OAPUT HI § 648—650 [348-349 


cuius integralis est 


» == s -1- 


glll - 1 [g _ gjill +1 — g«> — I 1 


Accommodetar liaec aequatio ad resistentiani quadvaiis celorifcatuiii p)’opoiii(j- 
nalem; flet m = 1 ideoque erit 


a; = s + 



2(A— j;)s + ss 
2 ^ 


quae est ad cycloidem hoc niodo: describatur cyclois AMB (Dig. 72, p. 310) 
circulo geueratore diametvi AG= g- super basi liorizoiiiali 7? 6'; iuin capiatur 
arcus AM=Jii — c; erit JII initium ascensus, ex quo puncto, si corpus super 
AfA asceiidat coleritate altitudini gc debita, in luodio rosistonto iu duplicata 
ratioue celeritatum eodein moclo movebitur quo in vacuo oadom coloritato 
initiali sursum ascendons verticaliter. 


PEOPOSITIO 73 

PROBLEMA 

649. Si potentia fuerit uniformis et deorsuni directa mcdkmque in ratione 
quacmque imtUipUcaia celeritatnm resisiat, deterniinare cnrmm AJ\i (bMg. 73), 
super qua corptis descendendo secundum liormnialem Alf aequubilitcr progrcdiatur. 


SOLUTIO 

Sit A eurvae punctum supremum, per quod ducatnr axis vortical is AP, 
coleritasque, qua corpus liorizontaliter progroditur, sit debita altitudini 

Sumatur abscissa AP=C6, applicata PAl^y ot 
arcus AM = s sitquo corporis in M coloritas 
debita altitudini v, qua coloritate corporis ole- 
mentum Mm = ds poi'currot. Erit orgo ut ds ad 
dy ita corporis coleritas per Aim, quae ost Vv, 
ad celeritalem horizontalom y?;, undo orituj’ 



lam sit potentia sollicitans 


— 9> exponens resistontiae ==• h ot ipsa 
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resisfcentia == — ■ His positis erit 

Ic 


dv = (jdx 


hds* 


ds 


quae aequatio, si loco v valor substituatur, exprimet naturam curvae 
quaesitae. Sit autem ds =pdy; erit 


Qiiocirca habebitur 
quae sepai’ata dat 


V == h]}’‘ et dx = dyYip^ — 1). 

= gdy _ 1) ~ , 


dy = 


2hJc”‘pdp 


— 1 ) — ^ 

Curvae igitur quaesitae sequens erit constructio: sumto 

_ /* 21)10 ”' p dp 

J a 


y 


erit 


Q. E. I 


yli”' Y{p^ — 1) — ^ 

* 2l)k”'pdi)Yi.Pj~' 

glo”‘ Y{Y^ — 1 ) — ^ ‘ 


OOEOLLARIUM 1 

660. Si loco fp restituatur atque per v defmiantur y et x, erit 

r k”'dvY(> A r ■}/(«-&) 

t/ alo”'Y(‘o — h) — ij”‘Y‘0 glt'''Y('i> — l>)—v”'Y‘^ 


gh”' ■)/(« — 6) — v”' Y^ 

Similique modo bine erit arcus 

^ r k'^dv Yi> 

J a 

Siinito autem y loco pp erit 


gli'” Y{^-~V)~v”'Y'» 


et dx=^-^^-~ — - atque ds===>~j~^—- 
Yl) 1/6 l/(«-6) 
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TOMUS ALTER CAPUT lU § 651-656 


[360-351 


651. Quia aequatio 


thj 


COROLLAMUM 2 

li"'dvyb 


g]c’“ y(v — b) — v"‘ y V 


est separata, ex ea solutio particularis quaesito satisfaciens erui potest fa- 
ciendo denomiiiatorem 

gk'‘'y{v-b)-v'“yv>^Q, 

uude erit ipsa celeritas yv constaiia. Sit ergo v^^c, erit 
atque ideo 

, gk'“dx 

pro liuea recta inclinata, ut supra iam iiivenimus (§ 628). 

COROLLARIUM 3 

652. Quo autem corpus data celeritate, quae debita est altitudini b, 
horizoutaliter progrediatur, ex aequatione l/(c — b)= doliniri dobet alii- 
tudo c. Qua iuventa liabebitur inclinatio rectao satisfacieiitis et celoritas cor- 
poris initialis "Kc iu A, qua aequabiliter per rectaiii descendet. 


GOROLLARIUM 4 

653, Si resistentia evauescat corpusquo in vacuo raovcatur, dot Ic^oo 


ideoque 

J 9 

atque 


cly^ 

Integraudo ergo fiet 





dxyi 


y{ga+gx~h) 


quae est aequatio pro parabola, quam corpus proiectum libere describit. 




PKOPOSITIO 74 

PROBLEMA 

655. Imenire ctiromi JM (Fig, 74), super qua corpus descendens in medio 
(iuocunque resislente aequabiliier deorsum progrediatur existente poientia alsoluta 
uniformi et deorsim directa. 

SOLUTIO 

Posita abscissa AP = x, AM = s sit ce- 
leritas, qua corpus uniformiter tlescondere dobct, 
debiia altitudini h, Potentia porro uniforinis 
deorsum directa sit g ot altitudo debita celeritati 
m M atque resistentia — Brit ergo 

dv = gdx--^- 

Debebit autem esse ut Mm: MN == Vi>: Yb, unde erit t; == ~ 

^ (loo 

LnoNnABnr Euckiu Opera omnia II 2 Meclianica 
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[362-863 


aequatione erit 


ds 


1^' 


quo valore iu aequatione substitute habebitur 


dv ~ ffdx — : 7 . seu dx 


h'‘'dvyh 


Quamobrem erit 


atque applicata 




gjc”> yj) — v"* yv 


J — 1)’" l/v ’ i 


lc”'dv yv 


g]c^"yb — v”' yv 


g]c’''yh — v”’yv 


Ex quibus aequationibus constructio curvae quaesitae conficitur. Q. E. 1. 


COROLLARIUM 1 

656. Ex bis tribus aequationibus, si desideretur aequatio ex x, y et s 
tantum consiatens, accipi potest ea, ex qua valor ipsius v cominodissinie po- 
terit inveniri, isquo deinceps iu alterutra reliquaruin substitui. 


667. Quia aequatio 


COROLLiRlUM 2 


dx 


h^'dvyi) 

gjcmyb-v<«yv 


indeterminatas a so invicem habet separatas, poterit solutio particularis ob- 
tineri ponendo 


Hinc igitur erit 


(jk”<yb — v^'^yv == 0 . 


ideoque 


8 2w 1 


1 Wl 

ds = 

m 

2)8 m + i 


Satisfacit ergo linea recta inclinata, si corpus data celeritate super ea 
moveatur. 
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SCHOLION 1 

658. Quod in praecedeute et hoc probleniaio linea recta incliuata solu- 
tionem praebeat particularem, ex eo intelligi potest, quod in medio resistente 
recta inclinata inveniri poasit, super qua corpus aequabiiiter moveatur, ut 
supra (§ 628) ostendhnus. Hie autem ipse casus utrique problemati aatisfacit; 
si enini corpus super recta aequabili motu incedit, tain horizontaliter quain 
verticaliter aequabiiiter quoque promovetur; quin etiam secundum quam- 
cunque plagam aequabiiiter fertur. 


COJtOLLAlHUM 3 

659. Pro vacuo fit k = co. Quamobrem erit x = -~ seu v = gx atque 

Yb Yb 


quae aequatio integraia dat 


2 (gx-iy 


et praebet parabolain cubicalem rectificabilera, ut supra |§ 258] iam invenimus. 


EXEMPLUM 1 


660. Poiiamus resistentiam ipsis celeriiatibus proport ionalem; erit m 
ideoque 


X 


J (lYbk — v 


Ybkl 


gYbk 

gYbJt—-v 


t 

2 


si initium absoissarum in eo puncto accipiatur, ubi v evanescit. Ex hac autem 
aeqnationo prodit 

, Jill ™ — 

sou * (/‘ ^--i)gYhh^gYbk(l~ . 

gYbk~v 


Valore hoc ipsius v substitute habebitur 


dS’= 


dxY g{\ — Ybk 

Yh 


41 * 
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[356—356 


Yel cum sit 


ponatur = erit 

ds 

quae integi'ata dat 


dv^h 

g^hh- 


ayhli—mi 


_ 2duyh 

(jYhk--im 




s 





21/Ay, 


in qua valor ipsius v ante inventus substitui potest, quo prodeat aoquniio 
inter ai et s. 


EXEMPLUM 2 

661. Pesistat nuuc medium in duplicata celeritatum rationo; erit m 1 


ideoque 

ghyl—vY'o gkyb — vyv 

Huius posterioris 

aequationis integrate est 

ex qua oritur 

27c. glcyi 
^ gJcYb—vyv’ 

atque 

gWi 

glcY—^Yv 

Quocirca erit 

= gh (e^ - 1 ) Yb = gh (l - Yb, 


Yv^yg}c{l — e^)Yh\ 


qni valor in aequatione substitutus dat aequationcm inter a ot 

pro curva quaesita. 

SCHOUON 2 

662. Quemadmodum in Ms duobus problematibus curvas determinavimus, 
super qmbus corpus motum vel secundum horizontem vel deo]-sum aequabi- 
I 61 era ur, ita simiU modo problema resolvi potest, si corpus seoiinduin 
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quamvis aliani plagam. aeqtiabiliter progredi debeat; ipsam autem quaestionem, 
quia nibil concinni ex solutione deduci potest, hie omisi; atque ob eandem 
cansara probleraa isochrouae paracentricae in medio resistente non attingo. 
Adiungam voro his, in quibus celeritatum quaedam lex proponitur, non 
pEii’um curiosum probloma, quod a nemino adhuc est tractatnm, pro mediis 
resistentibus; quod pro vacuo propositum ne problema quidem est. Quaeritur 
scilicet curva, super qua corpus ad datum punctum maxima celeritate per- 
tingat; in vacuo eniiii corpus super quacunque curva motum in eodem loco 
somper eandem obtinet celeritatem. 


PEOPOSITIO 75 


PROBLEMA 

663. Inter omnes curvas pimcta A et G (Pig. 75) imigcnles determimre earn 
AMO, super qua corqnis ex A ad G descendens maximem acquimt celeritatem 
existente resistentia in quacunque mtdtiplicata ratione celeritakm et potentia wii- 
formi deorsim tendente. 

SOLUTIO 


Quo corpus ad punctum G 
maxima cum celeritate perveiiiat, 
ourvae quaositao A MG duo quaeque 
olemonta Mm, ita posita esse 
debont, ut corpus ea poi’curroudo 
maximum accipiat celeritatis incre- 
montum. Nam si corpus per alia 
elementa Mn, n/x maius acquirerot 
coleritatis augmontum, maiorem quo- 
que in G habiturum esset celeri- 
taiem. Per mothodum igitur maxi- 
morum positio elementornm Mm, mfi 
invenietur, si elementa haec cum 


A 



Fig. 76. 


proximis Mn, n/a coinparentur et 

celeritatis augmenta, quae per utraque generanfcur, inter se aequalia ponantur. 
Ducantur ad hoc ad axem verticalem applicatae MP, nmp et /tjr sintque 



m 
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elementa axis Pp, pn aequalia. Ducaiitur quoqiie verlicales 31 F, viG ei iii 
curvae elementa normales mf, luj. Tam sit potentia sollicitans = (j, exponous 
resiatentiae = h, ipsa resisteutia in 2v»-mu]tiplicata ratione celeritatum et 
altitiido celeritati in M tlebita Ilis positis erib increnientum ipsius v 

per Mm 


= (j.MF— 


k'" 


et incrementum albituclinis celeritati clebitae, clum corpus pei’ nip progrecUiur, 

r, 


= g.viG 


mil 


Dum ergo corpus elementa Mm et mp conficit, altitudo v accipit augmentum 

w AJ * 

At elementa 3In, n/t percun’endo accipiet v augmentum 

- , .. -r _ - -J-- L . 

Quibus sibi aequalibus positis liabebitur 

0 — v''‘{Mn— Mm) + 4- g.3fF~ -- JI/«^ n^i — + g.MF — p,-i)/ Jfiq. 

Est vero Mn — Mm^nf et 


atque 


(«) + g.MF~ Mn 

(v + g. MF v‘" + m-gv'''-^-MF-~~- Mm. 


Nunc vero bis valoribus snbsbituendis proveiiiet haec aequatio 

v{nf—mg) — m-g. MF. mg - ~ {Mn -np — Mm < m/ii) = 0 . 
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At est 


Mn - n/it — 3Im • ni/n = n/n- nf — Mm • mg 


atque ob triangula nfm, niFM et mgn, fiGm similia est 


Mm 


His substitutis et per mn diviso prodit 


V 




F 

m mix./ 


m-g 


MF-iiG 

mu 




/ ny • mF 

Mm ' /t6r^ 

\ Mm 



0 . 


Hiiius aequationis duo priora mombi’a sunt differentialia primi gradus, ter- 
tium vero, quia differentiali secundi gradus aequipollet, reiici potest; fiet ergo 


sive 


m<g-MF-iiG 

mil 



m-y-MF >mF . , mF 

-m 


= 0. 


Ex qua aequatione detorminatur positio elementorum Mm et mfz. Quo 
autem symbolis utamur, sit AV=x, PM=y et erit Pjg=pTc=‘dx, 

mF = dy ot Mm ^ds prodibitque 


as as 


Aeqiiaiio vero canonica est 


dv = gdx 


v”'ds 

A:”'"’ 


ill qua si loco gdx ex superiore aequatione substituatur 


babebitur 


Ind^^'Ts’ 


dv + 


vds 

mdy 


j dy . v”'ds 


0 


sen 


ds ' ds 


Sit dij’-^-pds et = erit, ut sequitur, 


pclti -I- udp -h - = 0, 
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ex qua integrata prodit 


m- 1 


Ex hoc u obfciiiebitur ergo vicissiui v — qiii valor in siiperiore acqnaLione 

in</pdsV{l — + vdp = 0 

snbsfcitutus clabit aeqiiationem inter _p et s et cousequentev inter y et s. 

Ad cuxvain iuiteui construendam hoc mode computnm inslitui oxpodit. 
Posito ihj ^pds habeutur hae duae aequaiiones 


eb 

Ex ilia est 


myinlsVi). + 'odp == 0 
ilo = -pp) ~ -^p • 

ds = 


-vdp 


qni valor in hac substitufcus dat 


mgpi{X -p^' 


■mpdv -f vdp == — . 

(jh'>>Y(\~pp) 


Haec divisa per v'"^'p^ fit integrabilis eritque integrale 

JL = r j. -l^Y ) 
v”'i) ' ' gk'^p 


sen 

ap + Y{i-pp) 

Quocirca ei-it 

vigds 


p(i- 

et 

([ 

atque 

mgdij = — 


(1- 


6t V 




9 


—lidp V(j 


p(i -pp)'-*' y(«2J + V(i -pp)) 

— JcdpVg 

pV(ap + V{X~~pp)) 

— ifedpFg 

Ex quibua aeqnationibns facile est ciirvani quaesitam construere. Q. K. I. 
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COEOLLARIUM 1 

664. Si radius osculi curvae in M versus axem directus vocetur r, erit 

j dy dx 

F' 

Hocque valore .substitute habetur 

mgdy _ v "imyAy 2 o 

:■ w,-~, — — dOH ^ • 

CIS r as r 

EsL voi’o j.- vis contriluga corporis in luic curva inoti, cuiias diroctio est ab 
axe directa, ot est vis normalis. Quare in curva quaesita vis cenkifuga 
est contraria vi normali et se habet ad vim uormalem ut ad 1, id est 

ul exponens potostatis celcritaiis, cui rosisLentia est proporlionali.s, ad unitatem. 

COROLLARIUM 2 

666. Hae igitur omnes curvae parte coiicava sunt deorsum directae. 
Quia enira vis normalis directio deorsum respicit et radius osculi in eandem 
plagam tendit, concavitas curvae quoque deorsum rospicore debet. 

COROLLARIUM 3 

666. Ill medio resistonto in simplici ratio no celoritatum erit 2«i = 1. 
Hoc ergo casu vis cenkifuga acqualis est ot contraria vi normali. Quamob- 
rem curva quaosito satisfaciens erit ipsa proiectoria, quam corpus proiectum 
libere describit. 

COROLLARIUM 4 

667. Quia in aequatione 

mgds=‘ 

p(i —pvYVia'p -pv)) 

indoterminatae sunt separatae, tres solutiones particulares inde obtinentur. 
Primam dat acquatio + 1/(1 — pi)) = 0, quo casu celeritas lit infinita et 
quaevis recta satisfacit, Secunda est — 1 sou dy = ds, quae est pro recta 
horizontali, et tertia est jp = 0, pro recta verticali; quae semper lianc babet 
proprietatem, ut corpus in ea descendens maxima celeritatis augraenta accipiat. 

Lkonuaudi EuLisirt Opord omuifi II 2 Mcchaiiicni '^2 
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jaiOMPLUM I 

(5()B. ItoHistal medium in Hiinplici raiiono coloriLaium; orifc = Su- 

2 

inaiuv ox Irilnia invoniis tiO(|naLionibus ea, quao dy contiiiol.; oi'it 


cuina inlograliH onli 


(Jum auLom aili 
orit 


(hj = 


~'2gkdy 

{ccp +” )/( I ~j)v)Y /(t -py) ’ 


y '=-= (/’ 


*2gkp 


(Up -h l/(I“2)p) 


f'ai A>-1>P)"2 


(lx 


ff 


a 


2glidy 

adij~\-dx' 


8011 noglcobi conKtantn 6\ quia cnovam non imniuLat., oriij 


aydy -|- ydx -|- ‘i-yhhj == 0 . 

Qiiuo iiO((Uiilio por ;// (Uviaii oL donuo intof^ralia dal- 

uy 'I* a* ']- 2//^ ly (>, 

Quao obI» uoiiuaiio pro curvii logariLlnnioali oa ipsa, (puun libro primo [§ 889) 
proiocboriam in hac rosislontiao liypotlioHi invonimiis. 


JilXliiMPLUM 2 

0(19. Sit nimo roflistontia (|uaclvabis coloritaUim proporfcionalis; oritw^l. 
Sumalui' nequatio isfca 

d^r.~ 

p(i --ppyiKp -I- Ya ~~pp)) 

lluius aulom intograliH ost 




flivo 


a 

ra 


(tp -I- l/(I ~~P2}) __ ady + dx 
pp ’ ftdy 


J 

fte^dy ^ady>^ dec 


atquo 


a8=^dyy(l-i~ 




Ilinc fit 



362— 364 1 DE MOTU PUNOTI SUPEIl DATA. LTNBA IN MEDIO RESISTENTE 


331 


Quae est aequatio pro curva quaesita, quae hanc habebit proprietatem, ut 
vis ceutrifuga corporis sit duplo maior quam vis normalis. Curva igitui* 
porpetuo sursuiu preiuetur vi aequali vel ipsi vi iionuali vel dimiclio vis 
ceutrifugae. In bac vero curva corpus ita luovobitur, ut altitude celeritati 
in M debita sit 


gh glide 

* 

e*' fip l}e’‘ dy 


glide 
dx 4 - ady 


SCHOLION 1 

670. Cum in quavis resistentiae hypotbesi pecubavis ratio inter vim 
contrifugam et vim normalem locum haboat, vacuum autem tanquam casus 
cuiusque resistentiae considerari queat, sequitur in vacuo quamvis curvam 
satisfacere debere. Omnes enini curvao in vacuo hanc babent proprietatem, 
ut 3up0]’ iis ex aequalibus altitudinibus aequales generentur celeritates, ideo- 
que nulla potest definiri, quae potius quam reliquae quaesito satisfaciant. 

SCI-IOLION 2 

G71. Notatu dignum est, quod in omnibus bis curvis invontis nusquam 
corporis celeritas sit aequalis nihilo. Atque idcirco problema liao metbodo 
non ita resolvi potest, ut determinetur inter omnes descensus ex A ad G ex 
quiete factos is, in quo corpus maximam acquirit celeritatem; cui quaestioni 
sola recta verticalis per G transiens et cum horizontali per A ducta con- 
iuncta satisfacit. Nostra autom solutio ita est comparata, ut duorum ele- 
montorum quorumque contiguorum positionem earn definiat, quae maximum 
vel minimum celeritatis augmentum producat. Quamobrem bac metbodo ea 
crrrva invenitur, super qua corpus motum vel mains vol minus celeritatis 
augmentum acquirit quam super alia quacunque curva A et G iungente, si 
corpus ex A eadem coleritafce desconsum incboet. Ex inventis autem colligi 
potest bac rations earn prodire curvam, super qua minimum celeritatis in- 
crementum goner etur, vel super qua corpus motu maxime uniformi feratur. 
Atque hoc sensu facile perspicitur motum ex quiete incipere non posse. 
Quanquam enim cortum est, si puncta ot O' in linea verticali sunt posita. 
super bac verticali motu in A ex quiete facto maximam in G generari cole- 
ritatem, tamen calculus non banc dat solutionem, etiamsi praebeat lineam 
verticalem, sed celeritatem initialem in A facit debitam altitudini kYg, quae 

42* 
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celeritas tanta est, ufc non amplius augmentum accipero queat. Hac igitiir 
celeritate corpus aequabiliter ex ad (7 descendet; hacquo ratione nullimi, 
hoc est minimum, capit celeritatis incrementum. Problema ergo, ut solutioni 
consentaneum fuisset, ita proponi debuisset: inter omues lineas puncta yl et 
C inugentes earn deternaiuare, super qua corpus moium minima accipiat celo- 
ritatis augmenta, atque simul celeritatem initialem in A huic quaesito ac- 
commodatam definire. 

SGHOLION 3 

672. Secundum ordinem praescriptum sequi debereufc nunc huiusmodi 
problemata, in quibus temporiim quadam lege data curvae essent invosti- 
gandae idoneae; sed cum temporum leges pleraeque ad celeritatum leges 
possint reduci, huiusmodi qiiaestiones non profero. Sed nnicam in hoc 
uegotio quaestionem de curvis brachystochronis tractabo, quia ea, etsi tein- 
poris praescripta est conditio, ad celeritatum rationes, quas iam pervolvimus, 
reduci non potest. Qua in re iisdem praemissis utar, quae supra [§ 361 — 366] 
circa brachystochronas in vacuo sunt tradita. 


PROPOSITIO 76 
THEOREM! 

673, In medio qimimque resistente et potentianim dbsokiiarum hypotliesi qua- 
cimque ea curva AMG (Fig. 76) est hrachystoclirona seu bremsmwn ah A ad C 

producit descensum, in qua vis centrifuya 
est aequalis vi normali et in eandem plagani 
directa, 

N DEMONSTRAITO 

Quaecunque fuerint potentiae absolutae 
in corpus in M agentes, eae in duas inter 
Q se normales possunt rosolvi, quaram al- 
tera sit ML=P, altera MN~ Q. Snmto 
curvae elemento Mm — ds ductisque per- 
pendiculis ml, mn sit Ml = mn — dec et 
ml Mn dy, Ponatur altitude celeritati in M debita — et vis resisten- 
tiae atque radius osculi in =r, quern pono sursum directum, ita ut 


A 
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posito dx constante sit r => ' His positis erit 

dv — Pdx -{- Qdy — Bds, 

quia egt yjg tangentialis ex potentiis P eb Q orta. At si^pra ex 

natura bracliystoclironismi, si fuerit 


invenimus fore 


dv = Pdx “I” Qdy -I- Bids, 

2t> Pdy — Qdx 

r ds 


(§ 364), quae formulae ab bac nostra tantum in signo litterae B differunt, 
baecque in computum non venit. Denotat autem vim centrifugam se- 
cundum normalem MO agentem atquo est yig normalis iuxta MO 

agens ex utraque vi 7' et Q orta. Quare si fuerit vis centrifuga vi normal! 
aequalis et in eandem plagam directa, curva erit bracbystochrona. Q. E. D. 


COROLLARIUM 1 

674. Si vis normalis, quae oritur ex resolutione potentiarum absolutarum 
corpus sollicitantium, vocoiiir N et vis tangentialis ex oadem resolutione orta 
ponatur T, erit 

dv==^{T—B)ds et 

quae duae aequationes coniunctao dabunt curvam bracbystocbronam. 


COEOLLARIUM 2 

676. Quaocunquo igitur fuerit resistentia, erit semper v unde 

celeritas corporis super bracbystocbrona facile invemtur. Erit enim ut vis 
gravitatis 1 ad vim normalem N, ita dimidium radii osculi ad altitudiuein 
celeritati in M debitam. 


SOHOLION 

676. Haec eadem proportio quoque locum babet in motu corporum pro- 
iectorum libero; est enim jjaritor pro motu bbero vis centrifuga aequalis vi 
normali. Discrimen autem in boc consistit, ut in motu libero vires centri- 
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fttga et uormalis sink inter se oppositae, pro curvis brachystoclironis autoin 
couapirantes, sive in inotu libero directiones radii osculi r ei vis nornmlis N 
coincidunt, in bracliystoclironis vero inter ae sunt contrariae. Hanc ob roi)i 
hie sumsinuis 

^ ds” 

dxddy ’ 

cum in motu libero sit 

— ds* 

(Ixddy 

COEOLLARIUM 3 

677. Cum ex formula braebystochronismi indolem continente prodoat 
« = SI hic valor ubique loco v in altera aequatione ch) = {T — R)ds siib- 
stituatuv, habebitur aequatio naturam curvae brachystochronae exliibens. 

COEOLLARIUM 4 

678. In quocunque ergo medio resistente et quibuscimque sollicitantibus 
eorpiis potentiis eae curvae omnes erunt brachystochronae, in quibus i.ola, 
quam sustinent, pressio duplo maior est quam vel sola vis centrifuga vol 
sola ex potentiarum sollicitantium resolutione orta vis norniali.s. 


PROPOSITIO 77 

PROBLEMA 

679. In m^io mifomi, quod resistit in raiiotie quactmque muliiplicata ceJcr«- 
iakinif et potentia absoluta eanstente uniform et deorstm directa determinare curuatn 

}Mhystochonam AM (Pig. 74, p. 321), super qua corpus descendens tempore bre- 
vtssimo eco A ad M pemniat. 


SOLUTIO 

Positis in axe verticali abscissa AP^x eique respondente applicata 
^ ^ aicuque curvae quaesitae AM’=$ sit g potentia deorsum sollieitans 

et - resistentia m M, si quidem celeritas in M fuerit debita altitudini v. 
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His positis erit vis normalis =-^ 77 ; cui aequalis esse debet vis centrifuga, 
quae est 

^ 2vdxd(ly 

r ds^ 

(§ 676) sumto tlx pro cousiante. Facta ergo aequatione est 

^ . 

^ daddy 

Aequatio vero canonica pro descensu in hoc medio resistente dat 

clv^gdx 


Prior autem aequatio posito dsdds loco dyddy propter dx coiistans abit 
in banc 

^ _ gdsdf 
2 dxdds 

ex qua fit 


,h) iA}>^ 1 Sdsdyddij 

2dx ~dxd'ds 


gdsdifd^s gdy"^ I'/ds” 

2dxdds^ 2dx ^ dx 


gdsdy^d^s 
2 dxdds^ 



quae aequatio reducta dat 


gdsdy^d^s 

2dxdds^ 2dx 2”'k'"dx”'dds‘“‘ 


seu 


dsd^s — 3dds* 




haecquo aequatio exponit naturam curvae quaesitae. Quae aequatio quo re- 
ducatur et ad constructionom praeparetur, pono ds^-pdx, ut sit 

dy=-dxV{f — \), 


eritque 

dds = djpdx et = dxddp. 

His substitutis babebitur ista aequatio 

pddi,-Sdp'- -< • 
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[369-370 


Nunc sit porro dx^qdp; erit 


Mx == 0 = dqdp + qddp seu ddp 


— dpdq 


Ol’iefcurque haec aequatio 

seu 

—pAq-^-^qdj} g”'~'^if''^^dp{p ^ — 

___ 

Multiplicetur haee aequatio, quo integrabilis fiat, per mp~^*"~'^ et habebiUu’ 

— np~^'''q~'”''‘^dq — Zmp~^'"~'^q~'‘'dp — — ’ 

cuius integralis est 


p-»nig-w 




Ponatur 


p_,„. 

pirn > 


erit P functio quaedam ipsius p et proinde dabitur, concessis saliem quarlra- 
turis. His igitur positis erit 

p®ff«P atque 

Quia vero est dx = qdp, erit 

Unde constructio curvae bracbystocbronae sequitur. Q. E. 1. 


COROLLAEIUM 1 

680. Sit A pimctum, iu quo motus incipit atque celeritas est nulla; 
erit ibi =« 0 seu 

gdsdy^ „ 


undo fit dp 0, quia ds evanescere non potest. In puncto A ergo curva 
habebit tangenteni verticalem. 
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COBOLLIRIUM 2 

681. Quia in ipso mofcus initio motus in medio resistente a motu in 
vacuo non discrepat, ciu’vae AW initium A a cycloidis cuspido, quae est 
bracliystochrona in vacuo, non discropabit. Ideoquo in A non solum tangens 
erit verticalis, sed etiain I’adius osculi in eo loco erit infinite parvus. 


COBOLLAKTUM 3 

682. Quia in A est dy == 0 atque est dy = dxVi^p^ — !)» oiB pi’O puncto A 
p == 1. Ex data ergo curvae construetione punctum A obtinebitur, si 
fiat jp = 1. Integralia ergo ilia ita debebunt accipi, ut a;, s et ^ evanescant 
posito i? == 1. 

COBOLLABIUM 4 

683. Quoniam est 

^ _ gdsd y^ 

2dxdds* 

erit propter ds = pdx et dds = dpdx 
atque ob dx = qdp erit 

^ gPSiPP^r 1) g-POff-i) 

2 2p*“ 

Unde patet v evanescere, si ait i? = 1. 


COBOLLABIUM 5 

684. Badius osculi in puncto quocunque M est 

ds* ds^dy 
dxddy dxdds 

Quare ob ds’=pdx erit radius osculi 

, _ -.0 _y 5 /o,. - 1) _ a . 

In puncto ergo A, ubi est jp = 1, erit radius osculi r = 0. 

LHONHAnDx Eulkui Opoia omnia II ji Kochanica 
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TOJIUS ALTER CAPUT III § 686-687 


[371—372 


OOROLLAJIITJM 6 

G85. Sit B punctum brachj'^stochronae, in qno tangena est horizontalis; 
ei’it ibi e?i/ = oo ideoqne = oo. Punctum igitur B invenieiur ponendo jp = oo. 
Erit ergo in hoc puucto v = -y et radius osculi r — P. 


EXEMPLUM 1 

686. Pouamua resistentiam evanescentem, ita ut motus fiat in vacuo; 
orit jt = VS3 ideoque habebitur 

ds(Ps-Mds^^Q. 

Quae aequaiio divisa per dsdds et integrata dat 

Idds — Uds = IG 
seu 

dds _ 1 dx^ 

ds^ adx adx^ 

Haeo aequatio deniio integrata dat 

^ ^ I ri 

2(is* adx^ ' 


Vel mutatis constantibus positoque ds==^pdx erit — a^ppX'i-Gpp] quae, 
quia posito p^l x debet evanescere, abit in hanc 


CP ^ ~ 

PP 


p = - — ideoque ds 

y{a-x) 


_dxya_ 

y{a-x)' 


quae est aequatio pro cycloide, ut constat. 


EXEMPLUM 2 

687. Eeaistat naedium in duplicata ratione celoritatum; orit 7 h =«1 atquo 

p hJ p'>~ 

J> = ^P ^ ft/cp 
Gkp — i ^ kp — a 


Unde fit 
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Hanc ob rem erit 


X 


Fit ergo 




ale dp 


p\kp - a) 


et 


/ ' aMp 
p{kp — a) 


. _ 7,7 7 , Ms^adx 

s — kl,, , alque e qt^a)ds 


ih~ a)p 

ob ds=^pd,x. Pon*o ergo babebitur 

a 

(ft — o)e* (is = hds — adx, 

quae integrata dat 

a 

ft(ft — fl) e* = fts — ax k(k — a). 

a 

Vel eliminata quantitate exponentiali e* erit 

ksds — axds — ahds aJcdx ■== 0, 

At si exponeutialem o’- per seriem exprimero velimus, erit 

k{k - a)e‘ -k{h-a)- k(k - «)(-j + + »to-) ■ 

Quae series substituta dat 

a(s — x) s* s’ I s* , . 

k-a ” “1" 1.2.8*’"*" 1.2-3.4ft’''" 

In quovis puncto M est 

^_ gaJc(pp-t) 

2p(kp — a) 

Pro puncto JS vero, in quo tangens est 
horizontalis, erit 

S’^hl atque e* — v-^ 

It— a ^ Jc — a 


et idcirco 


X' 


■h + -l 



a h~a 


Continuetur nunc curva ultra JB in B NO (Pig. 77); cuius natura ut inveniatur, 

48 * 
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TOMUS ALTER CAPUT III § 687—680 


[372—373 


in axe BQ ponatur abscissa BQ = t et arcus BK^0. His posilis erit 

' a K — a iv a 

Erit ergo 

■ * f. 

e' ; 


Ti — a 


quibiis valoribus in superiore aequatione substitutis prodibit 

1 i. 

A (ti sen ai = F(e* — 1) — hz. 

Atque per seriem 


A 


pro curva BNC) at pro ramo BM A, in quo erit arcus BIT=‘Z negativus, erit 


at = k\e ^ - l)Ahfi= -^ 1^1 + '1:2^37^^ 


etc. 


Curva vero BUG in G habebit quoque tangentem verticalein, ([uod punctum 
invenitur ponendo ds = dt. Fiet vero hoc posito 


atque 


a-ke^-k seu - iJJfC 

j _ OB _ S - y i - 1 - 1 + - etc. , 

ah 2 3/5 Hr 


cum contra ait 


+«+» + '>*»• 


Ex quo apparet punctum A esse altius positum quam punctum G atque in 
et O' eurvam habere cuspides seu puncta reversionis, ita ut tarn AJD quam 
OJS sint curvae diametri; id quod ex hoc intelligitur, quod sit 

ubi y(23° — 1) valorem habet tarn afflrmativum quam negativum. 
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SCHOLION 1 

688. Infra perspicietur hanc curvam brachystochronam congruere cum 
curva tautochrona in eadem resistenliae hypothesi. Haec vero inter motus 
tautochronos et brachystocbronos interest differentia, ut ad tautochronismum 
obtinendum corpus in ramo CNB descendere, in altero ascendere debeat, cum 
e contrario pro brachystochronismo descensus per AMB fieri debeat. Interim 
tamen haec utriusque curvae convenientia attentions digna videtur, cum et 
in vacuo eadem congruentia observetur. 


EXEMPLUM 3 


689. Eesistat medium in quadruplicata ratione celeritatum, ita ut sit 
m = 2. Habebitur ergo pro curva quaesita ista aequatio 

ad construendam vero curvam 


unde lit 


atquo 


et 


J: ^ I — 

)cV V/’ i>‘/ ’ 

P_ 

VoiP^ — -f- ») 

r hd py^n 

«/ yV (p* — 3 + «j>) 


X 


■I 




n 






Huius ergo curvae construciio uti generalis habetur. Quia autem n numerum 
quern cunque denotat, sit w='y; erit 


Ji^P ^ 2/(;l/3(2j)- l) __ 2 ft ]/3 , 

' pYgi^p^-p) Ysfp yp 

quam constantem ideo adiecimus, quo fiat y == 0 posito p ==■ 1.^) A.tque posito 




1) Posito « = I orit ^ ^ MpVB(pp~i) ^ 

^ pygiip*-sp’‘+pY 

quao formula, quia 2p*^—^p^-\-p, faotorem iJjp-l non oonlinet, reductionem al» Bulbro factam 
non admittit. Itaque etiam formulae soquentes locum non habent. P. St. 
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TOJIUS ALTER CAPUT in § 689-691 


[374—375 


jp = CO erit appHcata 


DB 


2ft(]/6-y3) 

V9 


Jit autem 

12fc* 

^ 12h'~Alcijy&g — gy^ 

atque 

T/(' jja _ n = ^ == V'(&6fe‘‘yl/3g-24ff/cV-8g/i!yY3g-gV) ^ 


Ex quo oritur 


■=/ 


12¥dy — i.'kydyy^g — gy^dy 


'\/[^%l^yy^g — 24.g¥y^-?>glcify^g~.gh/} 
12h^dy~ iltydyy2,g~gy'^dy 

y {gf + ^liy y^g) {'ilV — ihyyig — gif) 


quae est aequatio inter coordinatas a? et y pro curva quaesita. 


SOHOLION 2 

690. In medio, quod in simplici celeritatum ratione resistit, brachyelo- 
clironam simplicius determinare non licet, quam statim ex universali con- 
structione consequitur. Quamobrem bunc resistentiao casum exemplo non 
sumufl prosecuti. Quod autem ad reliquas hue pertinentes propositiones at- 
tiiiel, in quibua curva quaeritur, super qua corpus descendens citissime ad 
datam lineam, sive rectam sive curvam, perveniat, ea simili inodo pro resi- 
stento medio solvuntur quo pro vacuo. Cum scilicet ex eodem puncto A 
innumerabiles egrediantur curvae brachystochronae, ex iis ea est eligenda, 
quae datae lineae, sive rectae sive curvae, ad angulos rectos occurrat; super 
liac enim corpus ad istam lineam brevissimo tempore pervenire capite praece- 
dente est demonstratum. Simili ratione curva, quae omnes brachystoclironaa 
ad augulos rectos traiicit, ab omnibus arcus abscindet isochronos aeu 
quos corpus descendens aequalibus temporibus absolvit. Haecque omnia 
eodem se habent mode, quaecunque fuerit resistentia et quaecunque poientiae 
absolutae. Problema autem brachystoebronarum generalissimo conceptum 
evolvemua. 
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PROPOSITIO 78 

PROBLEMA 

691. In medio resistente guomnqtie et potentiis solUeitantibtiS quibitscungtce 
imenire curvam hrachystoclironam AM (Pig. 78), super qua corpus descendens ex 
A ad M citissime pervcniat. 

SOLUTIO 

Sit A motus initium, per quod ducatnr recta quaecuuque AP pro axe 
habenda, in qua sumatur abscissa cui respondeat applicata Pibr==y 

et arcus AM = s. Sit porro corporis in M 
celeritas debita altitudini u et resistentia ut- 
cunque a celeritate pendens = P. Quaecunque 
nunc corpus sollicitent potentiae absolutao, 
earura loco duae potentiae substitui possunt 
in datis direotionibus ML et JfAT, quarum 
ilia axi AP sit parallela, baec vero ad ilium 
norraalis, Yis autem corpus secundum ML 
sollicitans sit = P et vis secundum MN =» Q, 

Ex Ms viribus oritur 

dv = Pdx + Qdy — Bds. 

Atque natura brachystoclironismi dat 

ivA xAdy Pdy~ Qdx 

r ds 

(§ 673) denotante r radium osciili curvae in M versus superiora directum; 
pro quo ergo sumto dx constante ponimus cum alias doberet esse 

r = * Ex Ms ergo duabus aequationibus 

dv = Pdx + Qdy - Bds et =, p^y Qdx 

si eliminetur v, habebitur aequafcio pro curva brachystoclirona quaesita; est 

Pdyds^-Qdxds ^ . 

^ 2dxddy ^ 

emus differentiate loco dv atque ipsum v in resistentia B substitutum dabit 
aequationem pro curva quaesita. Q. E. 1. 
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TOMUS ALTER CAPET III § 692-698 


[377—378 


COROLLAEIUM 1 

692. Aequatio pro curva, si clicio modo v elitnineiur, lit differentialia 
terfcii gradus. Qiiare si triplex integratio adhibeatur, tres quoque conatantes 
adiici poterimt, quibus efflci potest, ut evanescente a? simul quoque y et s ofc 
u evaneacant atque praeterea curva per datum punctum M. transeat, 

GOROLLARIUM 2 

693. Quia igitur semper curva bracliystochroua potest exhiberi, quae ini- 
tium habeat in A et per datum punctum transoat, infinitae curvae bracliy- 
stocbronae ex puncto A educi possunt. 

COROLLAEIUM 3 

694. Inventa aequatione pro curva brachystochrona AM innotoscot simul 
cor’poris super ea descendentis celeritas in singulis punctis; orit namque 

=a — Qdxds* 

2dxddy 

COROLLAEIUM 4 

696. Data celeritate determinari ex ea poterit tempus, quo corpus ai*cum 
AM absolvit; erit scilicet tempus per AM 

— Cil. — f 

~J Yv J y{p^-Qdx)’ 

quod propter aequationem inter x ei y iam inventam poterit saltern per 
quadraturas exMberi. 


COROLLAEIUM 5 

696, Si igitur curva esset invenienda, quae omnes bracbystochronas ox 
A eductas ad angulos rectos ti’aiicere deberet, turn eius lineae constructio 
haberetur, si ab omnibus abscinderetur 


A 


y2dwddy 


y{Pdy~Qdx) 
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eiusdem magnitudmis. Hac enim ratione ab istis curvis infinitis arcus iso- 
cbroni abscinduntur, qui, quoniam omues curvae sunt brachystocbronae, 
terminabuntur ad iraiectoriam orthogonalem. 


EXEMPLUM 

697. Sit resistentia quadratis coleritatum proportionalis atque exponens 
resistontiae utcunque variabilis q\ erit = Cum ergo sit 


erit integrando 

Gum autem sit 
erit 


dv =Pdx-{- Qdy — ^-^, 


o' ^ V = f r T (^Pdso -|- Qdy). 

^ Pdyds ^— Qdxds^ 

^dxddy ’ 


2daddy ^ ^(Pdx -j- Qdy) =» (/ « ds^{Pdy — Qdx), 


in qua aequatione non amplius inest v. Interim tamen haec aequatio fit 
differentialis tertii gradus, si differentiaiione signa integralia tollantur; in- 
determinaii praeteroa ipsaruin P, Q Qi q valores in causa suni, quo minus 
aequatio ad constructionem praeparari queat. 


SOHOLION 

698. Quae hie ex duabus potentiis P Qi Q circa curvas bracliystochronas 
sunt doducta, laiissime patent, quia, quotcunque potentiae corpus sollici- 
iaverint, eao omnes in huiusmodi duas possunt resolvi, si modo omnium 
directiones in eodem piano fuerint positae. (i 
positiono continentur brachystocbronae pro qi 
hypothesi, quas autem, quia neque concinnae 
proveniunt, ulterius non persequimur. Missis i 
quaedam lex praoscribitur, progredimur ad se 
curvae requiruntur, quae a corpore super iis 
sionem. 

LBOwnAHDi Eulbui Opora omnia II 2 Meobanica 
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TOJmS ALTER CAPUT III § 699 


[379—380 


PEOPOSITIO 79 

PEOBLEMA 

699. Ill hjxiofhesi gravitatis nniformis et medio tmiformi, quod in ratione 
quacunquG celeriiahm resistit, determimre ciirvam aeqmUlis pressionis AM (Fig. 79), 
quae a corpore super ea descendentc ubiqiie eandein susiineat pressionem. 


SOLUTIO 


Positis AP’^x, PM=y, yllf=«s et celeritati in M aliituclino clebita 
^ V sit potentia corpus deorsum secundum ML traliens == g et vis resisten- 

tiae in Jlf Erit ergo, dum corpus por 

R elementura 3Im progreditur, 


dv = gdx — -j„r- 

Ponamus curvam deorsum esse convoxam, ita ut 
MB sit radii osculi directio atque ipse radius osculi 
3IB = posito dx constante. Yis ergo contri- 
fugae directio erit in normali MN oiusque quan- 
titas est = . Secundum eandem vero direc- 

tionem curva premitur a vi normali ex resolution o 
potentiae Jkf £ = orta, quae est Tota ergo 

vis, qua curva secundum MN premitur, est 

— I ^vdxddg , 
ds ~ds^ ’ 



Fig. 79. 


quae cum debeat esse constans, ponatur ea aequalis ag habebiturque 

agds’^ = gdyds'^ + 2vdxddy 

atque bine 

^,_ agds^-gdyds^ 

^dxddy 

Sit ds^pdx atque di/ = da;’|/(p’ — 1); erit 
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His substitutis erit 


{Kgp^dx-~g‘p^dx'\/{j)^—l))'^{pp — \) ^ «gp'^dxy{p^ — 1) — gpdx{p^ — \) 
^pdp 2 dp 


Sit porro dx=>2qdp; erit 


vel 

posito 
Erit ergo 


« = dpai^pyip"^ — 1) — y + 1) 

V’^Pq 

gp{apy(p^ — l)^p'^ + 1) == p. 
dv = Pdq + ^dP et v’" = P'”q'”. 


Quibus valoribus in aequatione dv == gdco substitutis prodibit 

ft 


Est yero 


T>m yj Q 

Pdq + qdP = gdx • 


dx=‘2qdp et ds<=pdx = 2pqdp. 
Quamobrem proveniet ista aequatio 

Fdq + >idP- igudp - , 


quae duas tantum continet variabiles p et g', quia P pier p datur. Ad hanc 
aequationem conatruendam ponatur 


2 = 


P«”‘ 


quo facto obtinebitur ista aequatio 


quae ducta in e 


%tnsf 


dp 


j , 2mgv>dp _ 2mpdp 
rtwH P jiirp-; 

et integrata abit in hanc 




2me 


‘^mgf 





pdp 


44 * 
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[381-38i3 


Hinc ergo invenitur u per p, 


atque u invento erit q 


1 

l‘u”> 


atque 


0) 



et 



ei 



‘■2dpy(p^ — \) ^ 

T ' 

Pxi"^ 


Cum aufcem sit 
erit 

atque 

et 

Est vero 

Quocirca erit 



P = i/p(«p|/(/-l)-/ + l), 

gdp^^, dp , 

P — 1) ^ a^p—ayip^ — ^) 

p-^-^lp-Kap-yip^-h) 


_ ]/(^>* - !))-»»•.») 


/ 


e ^ pdp ^ ‘p 


P 


2mg 2ing 


l^fc 

maJ 




dp. 


^ jg -- ]/(p° — 1)) ‘'’‘dp 

gk’” ^ gl^’' ' 


Gum igitur hoc mode ex p inveniri possit u, curvae quaositae constructio 
liiuc perflcietur. Q. E. I. 

COROLLAEIUM 1 

700. Curva inveuta ergo hanc habebit proprietatem, ut in quovis puncto 
M prematur versus MN vi constanti, quae est ad vim gravitatis ML = ut 
a ad 1. 


Gt 


l) Bditio prinoeps: 

or a 2a « — 1) 


imgf 


dp 


m (« - 1) 


1 ) 


e ■' ^ — ■J/Oj’ — 1)) “ («i5 — “ 

Correxit P. St. 


2) Ediiio prinoeps: 

_p — y(i>^— 1)) “ («j) — 1))" 




fft(cr— 1) 


dp 


gV”p^”'{p — y(p* — 1>) “ (ojp — — D) 




Corroxit P. St. 
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COEOLLAJiraM 2 

701. Si pro a suinatur nuineriis negativus, curva ubiquo socuncluin MU, 
direcfcionGm priori oppositam, aequabilitor premetiir. Hoc ergo casu curva 
clebet esse eoncava deorsum, quia vis centrifuga contraria atque inaior esse 
debet quarn vis normalis, cuius directio semper in J/JV eat sita. 

COROLLARITJM 3 

702. Si a <=0, turn curva prodibit, quae uullam omnino pressionem a 
corpore sustinet. Quae ergo curva est ea ipsa, quam corpus proiectum 
libere motum describit. 


COROLLAltIDM 4 

703. Si « = 1 seu tota pressio == g, turn curva erit convexa deorsum 
ubiquG. Nam quia vis normalis sola ubique est minor quam g nisi casu, 
quo ds = dy, vis centrifuga cum ea conspirare debet ideoque radius osculi 
in plagam ipsi J7A oppositam cadere. 


704. Si ponatur 


oi’it 


COROLLARIUM 5 


]c’''e ^ u => 2me, 


dH' 




pdf 


Particularis ergo solutio, quia in bac aequatione indeterminatae sunt a se 
invieem separatae, habebitur, si ponatur P=0. Hinc autem fit 


seu 

Undo' prodit 


V{p^ ~ 1 ) + 1 ) = 0 

«p — y(i>’ — J) sivo ads=dy. 


as 


y> 


Satisfacit ergo recta angulum cum verticali AF constituens, cuius sinus est 
a Bumto 1 pro siuu toto. Hoc enim casu vis centrifuga evanescit et vis 
normalis fit == ag. 
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TOMUS ALTER CAPUT III § 706-706 


[883-384 


EXBMPLUM 

705. Sit a = l sen quaeratur curva, quae ubique vi = <7 protuaiur; quo 
casu integratio ipsiiis ^ simplicior evadit; eiit enim 


_ ]/(/ - !))-»'» = + p y(p^ - 1))« 
Hanc ob rem erit 

„ « JL SiP^+pV{P^~'^)y'’‘^P . 

9^”' 


Quae aequatio, quoties 2m est numerus integer, integrationein admittii. I’o- 
sito enim 

p'+pY(p'-i)-'-^ 

ei'it 

r + l 


atque 


2]/f 


Xf,-- 


J- + 1 


Est autem hac positione 


1 ^(r — 

'• + irj ryr ' 


}• = 2 / — 1 4 - 2py(p^ ~ 1 ) seu ]/r =jp 4 . y{f — i). 

TJt si fuerit wj = y seu resistentda celeritatibus proportionalis, erit 

u^S±l I r {r'>-\)dr l_(r±l r^ + /3T/r43 \_ 2rr f6rj~f}yr 

2gykr ig(r+l)yjcJ ryr 2gyh\yr 3(r 4 l)l/r 6 < 7 (r 4 l)y*r ’ 

seu mutata constante /? est 

^^__ tyr-\-zyr-^2^ 

mf-\-i)yh 

Posito autem loco r eius valore erit 

«==^!+i±P]fc-i) . /3 

HP yk 3</(p» +p )/(p» _ D) yy 
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git ^ = 0; erit 

ei propter 
erit 


atque 


..m „ .,2 _ OH i+P y(P* - D? 

P =» gp{p - l/(p* - l))l/0* - 1 ) 

^ (p - Vip^ - X)) 0^ + 1 +p 1/(P^ - 1))^ V if - 1) 

9ghp 


X = 


2g]c 


3jp® — 1 — 32)yo^~ 




SCHOLION 

706. Similis integratio formulae, cui u est aequalis, etiam succedit, si 

— 1 ^ quo casu prodit curva concava doorsum, in qua vis centrifuga con- 
iraria est et maior quam vis normalis; quippe exceasus est = g, Badem vero 
ipsa prodit aoquatio, quae pro casu « = 1, nisi quod sigiium ipsius yO® — 1) 
clebei immutari. 

Quod ad reliquas quaestionos hue portinentes attinet, in quibus 
alino pressionum leges proponuntur, oao vel ad nimis prolixos calculos de- 
ducunt vel iam sunt pertractatae. Vidimus cnini curvas, in quibus proasio 
totalis sit duplo maior quaui vel sola vis centrifuga vel sola normalis, esse 
brachystoch]‘onas, atque curvas, in quibus alia obtinet ratio, supra quoque 
iam portractaviinus, cum curvas invostigaremus, super quibus motus quam 
mininio accolerarotur. Sequitur ergo, ut ad curvas invoniendas progrediamur, 
super quibus pluros diversi descensus vel asconsus datas inter se teneant 
leges, quae quaestiones plurimum difflcultatis in se habent. Necesse enim 
ost ad huiusmodi probloinata solvenda, ut celeritas corporis in singulis locis 
possit oxpriini per quantitates, quibus curvae natura determinatur. Quod 
autom cum non in quavis resistontiae hypothosi possit perfici, uti snnrn. 



TOJIUS ALTER CAPUT III § 706-710 


[385—386 


3')2 

iiiodo rcsistoiitifi Gst V3.1cl6 parvu, huiusmocli qutiostionGS solutu fticiliorGS gvo.- 
(lent. In his vero problematibus vel ratio celeritatum, qnao in diversis clo- 
sceiisibus super eadein curva acquirnntur, investigatur vel temporum, quibiis 
diver.si descensus aut ascensus absolvuntur, ratio. Atque in utroque genero 
ex data vel temporum vel celeritatum variis clescensibus acquisitarum ratiouo 
ip.sae curvae sunt invenieudae. 


PEOPOSITIO 80 

PBOBLBMA 

707. In medio imiformi, quod resistit in du 2 )licaia ratione cehritahmi, atque 
potentia ubsoUda deorsitm tendente compamre inter se celeritates in puncto A 
(Fig. 80), quae in diversis descensibtts corporis super curva MA acqim'untur. 


SOLUTIO 


Sit celeritas in A, quam uno descensu acquisivit, dobita altitudini h ofc 
celeritas in M debita altitudini v. Ponantur AP<^x, AM =s, potentia hoI- 

licitans in Jlf, quae sit utcuiique variabilis, •== 
atque exponens resistentiae = k His positis orit 



dv ■■ 




quae aequatio integrata dat 

= e * (6 — Je * Pdx) 

— I 

integrali J'e* Pdx ita accepto, ut evanescat posito 
x = Q, Sit nunc M initium descensus, ubi est n — 0; invenietur hoc pirnctum 
ex aequatione 

— s 

Pdx, 

lam ponatur alius descensus fieri ex puncto proximo m atque celeritas in A 
acqmsita sit debita altitudini & + Erit ergo 

l + db^ fe'^Pda 
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== suiiiinae omnium o'- Pdx ab A usque ad w; in aequatione vero priore 
fe ’’ Pclx siguiflcai aummam omnium e * Pdx ab A usque ad 31 tanium. Ilia 

oi'go summa superat banc surainam ultimo elemento e’' Pdx existente A3i — s 
et Pp == (lx. Erit ergo 

- i 

clb = o'" Pdx. 

Ex qiia aequatione datur relatio inter arcum AIA doscensu percursum et 
inter coloritatein in puncto influio A acquisitam. Q. E. I. 

COBOLLAEIUM 1 

708. Dato orgo arcu descensus API = s erit altitude celeritati in A 
acquisitao debita 

b =J e * Pdx. 

Sou si punoium 3'! ot celeritas in yl taiiquam variabiles quantitates conside- 
ranlur, orit aequatio inter oas 

-s 

db = e’'' Pdx. 

OOEOLLARIUM 2 

709. Ex bac orgo aequatione, si proposita fiierit quaecunque ratio inter 
arcus dosconsus ot coloritates in puncto A acquisitas, invenietur aequatio pio 
curva AM ])ropositao conditioni satisfaciens. 

OOROLLARIUM 3 

710. Si medium non Cuorit uuiforme, sed difforme utcunque existente 
oius oxponente = loco aoquationis inventae prodibit ista aequatio 

lib = e”*' ’ Pdx, 

cuius similis esb usus. 

Lkonuahi)! Euwim Opora oimiiii tia jMochiinica 


46 
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COEOLLARIUM 4 

711. Quia valor ipsius e est imitate maior, quippe 2,7182818284^ oril. 
seu unitate minor et hanc ob rem clb < Pdx. In vacuo vero ushuI. 
dh = Pdx. 


SCHOLION 1 

712. Siniili inodo res se babet in aacensu, quando corpus celoriiato lULi 
tuilini h debita ex A per arcum AM-=s ascendit. Turn enim erifc 


vel in medio difformi 


dh = e^Pdx 


dh = / Pdx. 


Quae formulae ex illis descensui inservientibus inveniontur ponendo — s loco 
-}- s; qua substitutione semper descensus in ascensum transmutatiir. Ifiiu* 
apparet, quemadmodum pro descensu semper erat dh < Pdx, ita foro ]U'o 

ascensu semper dh > Pdx, quia e* seu e ’’ est unitate maior. 


COEOLLARIUM 5 

713. In medio ergo resistente neque pro ascensu neque jiro dosconun 
esse potest h^JPdx vel h=^aJ'Pdx', turn enim foret e^==a sou s^aCoiiHl., 
in qua aequatione nulla linea continetur. 


COROLLARIUM 6 

714. Neque etiam curva poterit inveniri, pro qua vel in desconsu vel 

in ascensu foret h—J'Qdx denotante Q functionem quanicunc[UG ipsariiin s 

ot X, nisi Q ita sit comparata, ut fiat =1 positis s ofc a; == 0. Fit enim 
±/- ifif 

e * P — Q et e ' abit in 1 posito s — 0, 
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SCHOLION 2 

715. Ratio huius est, quod posuimus s evanescere evauescente re; atqixe 
lianc ob rein aequatio 

±f— 

db^e-^ ^ Pdx 

ita debet integrari, ut evanescat b posito a; = 0. Si aiitem b ita detur, ut db 
per dx exprimatur, aequatio per dx dividi poterit. Quocirca ea ad haiic 
legem non potest accommodari, nisi forte sponto aequatio hac proprietate 
iaiu gaudeat. Sin autem datus ipsiiis b valor talis fuerit, ut esset dh — Bds 
sou b =J Eds ovanesconto b facto s = 0, turn aequatio pro curva quaesita erit 

Eds =■ e ’ PdXy 

quae semper est pro curva reali, dummodo J^Eds habeat valorem affirma- 
tivum prodeaique ds > dx seu 

if Li 

^P>E. 

EXEMPLUM 1 

716. Sit poioniia sollicitans uniformis seu P = g et medium resistens 
luiiformo requiraturquo curva MA banc habons proprietatom, ut corpus in 
singulis doscensibus ad A usque acquirat celeritates, quae sint in subduplicata 
ratione arcuum dcscensu percursorum. Erit ergo ut Ys seu b = as; 
undo lit 

— i M 

ads = ge * dx seu ae^ ds — gdx, 

cuius integralis est 

ctk{e’^ -~l) = gx 

addita constante, quo fiat = 0 evauescente s. Habebitur ergo 

atque j = l{ah-^ gx) — lak. 

Quae differentiata dat 

ds_ gdx . 

]c ah + gx’ 





TOMOS ALTER CAPUT III §71 6-7] 9 


1390-991 


ex quo intelligitiir cumin esse tracloriam filo longliudinis k super Imsi 
homonkli a pimcto A cleorsum distante iutervallo y- Conskuotur ergco 

curva hoc modo: super basi horwonluli 
GE (Fig, 81) et fllo BG^h doscriljjiliu* 
tractoria BA\ turn ducaiur lioriKonlnliH 
BA a GE ad distaniiam <|U(i 

facto satisfaciet curvae portio BA quii()sil,o, 
Ponimus autoin BG verticalora et li j)inu‘- 
tum tvactoriao suininum; ex quo iniolli- 
gitur a necesaario minus osso debero ([lumt //, 
Si enim esset maior, foret GJ) Gii 
ideoque punctiun A iniaginariiun. Sin autem esset a^g, puiicinni A in fi 
caderot acleoque nonnisi punctiun satisfaceret. Si fuerit « = 0, puncl.uin J 

infinite distaret et corpus descendens omnem amitteret coleritaioin. dnni 
igitur debeat esse a<g, erit b < gs. 



JJ aVL 


717. In superiori tarn resistentiac quam potentiae aollicitantis liypolbrsi 
quaeratur curva AMF (Fig. 82), super qua omnes ascensus ox jiuncto A liLcd i 
ita se babeant, ut toti arcus ascensibus singulis absolutl sint quadratis colei U 
tatum imtiahuni in A proportionales. Erit ergo ut aiito b ^ as alqmt 
(lb ^ ads. Gum autem pro ascensibus sit ' db^ ge^dx, erit 
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horizoniali GJi} filo longituclinis k consti’uctam, sed deorsum spectanteirij 
cuius cuspis sii in B existente BG — k. Suinatur autem GB — ^ > ductaqne 
horizoniali BJ erit A puncium, in quo asceusus omnes incipere debent, 
nine ergo quoque intelligitur a non posse esse raaius quam (/, quia alias 
puncium J forei imaginarium. At si fucrii o = (/ seu h^gs, incidet A in 
B oriique arcus quolibet ascensu percursus == ^ • 

SCHOLION 3 

718. I’lura huinsmodi exempla, quia iam facile ex nniversali formula 
invonia rosolvi poasuni, hie praciermiiio; neque etiam huiusmodi quaestiones 
pro aliis rosisiontiao hypothosibus, quibus soluiio earum inveniri queat, 
alfero, quoniam ialos quaesiionos neque iam sunt agiiatae neque satis sunt 
curiosae, ui earum solutiones roquirantur. Ad digniora igitur progredior 
problomaia, in quibus curvao quaoj’uninr tautochronae, super quibus omnes 
Yol asconsus vol descensus aequalibus absolvaniur temporibus. 


J»R0P0SITI0 81 

PROBLEM A 

719. [n hjpothoM potentiac tmifomis deorsum diredae et medio zinifonniy 
quod resistU in dnplieata rationc celeritatmn, invenire curva-m tautochronam AM 
(Fig, 80, p. 352), super qua omnes descensus ad punctwn A usque absolvmitur 
aequalihus temporibus. 

SOLUl’IO 

(Jonsidoreiur cpiicunquo descensus, in quo celoritas, quam corpus in 
piincio inlimo A acquii’it, dobita sit altitudini h, Ponantur ylP=a;, A3£=s, 
altitude coleritaii in M debita aique poteutia sollicitans et medii 
oxponons = k, ita ut rosisioniia in JIf sit ad vim gravitatis ufc y ad 1. 
His positis orit 

1 I 1 ^ds, 

= — /yttaj-h-y, 

quae aoquatio integrata dat 

V «= e* [b — J e * (/dir) 
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TOMUS ALTER dAPUT III § 719 


[392—393 


integrali J e‘' gdx ita sumto, ut evaiiescat posito x vel s = 0. Ex hac ergo 
aequatioiie initium descensus invenitur ponendo v ~0 sen 

^fe^(jdx == h. 


Tempus vero, quo arcus MA iibsolvitur, hinc erii 

__ I* 

e^'^y{b-fe^\dx) 

ox quo prodibit totius descensus tempus, si post integrationem liat 


J]i’‘ (jdx = b. 

Ponainus brevitatis gratia 

(jdx — t et - I- = d%i , 

e'n 

ita ut sit tempus totius descensus 

r (lu_ 

J 7(6-7) 

posito post intogi’ationeni i~h. Quo mmc haec expressio porpotuo eundoin 
obtiueat -valorem, debebit 

/ * du 

J 7 ^- f) 

esso fimctio nullius dimensionis ipsarum b et t, ut posito l‘=‘b ex formula 
h evanescat. Hanc ob rem du debet esso fimctio dimidiao dimensioniH ipsius 
i tantum, quia « a 6 pendoro non potest. Fieri ergo necesse est 


du = 


nit 

Ji 


exisieute a quantitate constante h non continonte. 
unius descensus 


r dt 
V V(u~ 


y(bt-u) 


Hoc posito oi’it tempus 


posito post integrationem ^ = 6. Vel posita rations diametri ad periphoriain 



393—394] DE MOTU PUNCTI SUPER DATA LINEA IN MEDIO RESISTENTE 


359 


1 : n eiit tempua unius descensus = an\ qui valor perpetuo idem manet, 
quomodocunque b sen descensus initimu mutetur, Curva ergo tautoclivona 
quaesita determinabitur ex hac aequatioiie 


du ■■ 


aiU ds 


yt 




cuius integralis est 

2aVt — 21c (l — e®*) sou t = (l — e®*)* 
addita scilicet cousiante, quae faciat t evaiiescere posito s = 0. Ouni auteni sit 

t —J e ^ ijdx, 

dt = e gdx = ~ e'‘''ds. 


erit 


Ponamus 

orit 

cuius integralis est 


y;-’ 


aUl = a sou a 

s 

adx = k (c®* — l) ds. 


ax 


quae quideni aequationes, quia varia}3ilea s et a; a se invicem sunt separatae, 
ad cui’vam construondam sufficiunt. Sin auloni aequatio ab expouontialibus 
libera desideretur, quia ex altera aequatioiie est 




ax + lis 
2& 


erit boc valoro in altera silbstituto 


Qi £)■ It 


axds -f- ksds = 2alcdx. 
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TOMOS ALTER CAPUT III § 720-726 


[394-395 


COEOLLABIUM 1 

720. Quia est a^Yj, erit tempus unius descensus =nY~ ‘ In vacuo 
aiitem et gravitate = 1 est tempus descensus penduli f 

2 

(§ 166). Quare longitude penduli isochroni iu vacuo est = ~ • 

COEOLLARIUM 2 

721. Si igitur fueiit = 3166 part, millesimarum pedis Rlienani [§ 179], 
descensus absolvetur dimidio minute secundo; hoc ergo evenit, si sit a = 1583^ 
scrup. pedis Rhen. 


COEOLLARIUM 3 

722. Altitude celeritati in If dehita seu v est 


atque ob 

n 

erit 

It' 







COEOLLARIUM 4 

723, Posito v = 0 prodibit totus arcus descensus ex hac aoqualioiie 

Si ergo arcus descensus ponatur =f, erit 

ah == (l — 

Quare dato arcu descensus f erit 
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GOROLLAEIUM 5 

724. Aequaiio pro curva haoc 

aoo — 'ih^ — l) — Ics 

A 

in serieiu exponeniiali convertendo, quae esfc 


abit in banc 


seu 


ax ■■ 


2ax • 


^ + iT2^a* + 

■" r. jjT'i “I" 1 .2 . 3 .'d/f i~ 2 T I- elc^ 

o2 rtO o4 

..L 

1-2^ 1-2‘3‘2/c ' 


SCHOLION 1 


725. Noiari liic convonii banc curvain siinili aequaiione oxprinii, (jua 
supra braciiystoclu’ona asoensui inservioiia oxprhnobalur; ibi eniiu oral 


at 




t.2 


(§ 687), quae aoquaiio ab bac uoska pro tautocbrona invonia in boc tauluni 
differfc, quod bic sit. 2a, quod ibi oral a, atquo oxponons roaistentiae bracby- 
stocbronao duplo maior osi oxpononto rosisiontiao pro tautocbrona, Ourva 
ergo bracliystoclu’ona <pioquo ad tautocbronisinmu producoudmn accominodari 
potest arcu asconsus doscensui tribute in medio rosistonlo, cuius exponons ost 
duplo minor. 


CO.ROLLARIUM 6 


726. Ad invoniondain continuationein curvao MA ultra A poni debot s 
nogativum, quo facto babobitur 


vel 


ax = (c** — l) -1- ks 

2 ax^ -J-x — — T.-V-„ v + 


8 s‘ 


1-2 1.2. 3-2/.! ' 1.2-3.4.4fr» 

ItuuNUAimi Kulkui Opera omnia II s Mocluinioa 


etc. 


'lU 
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Quae eadem aequatio prodiisset, si k iiegativum fecissemus. Facto autem k 
uegativo descensus mutatin' in ascensum; qiiocirca curva MA ultra A coiiti- 
nuata ascensui inserviet atque super ea omnos aseensus eodom absolveiitnv 
tempore, scilicet ti]/-"- • 

COROLLAEIUM 7 

727. Eadem ergo curva coutimia 
BMANC (Fig. 83) erit taiitochroiia tnni 
pro descensu quam pro ascensu. Naimiuo 
super arcu BMA omnos dosconsus codoni 
tempore absolvimtur atquo super arcu AN(} 
omnes aseensus. Quaro omnes diinidiae 
oscillatioues, quae in arcu BMA incipiuni,, 
erunt inter so isochrouao atque toinpus 
unius semioscillationis erit <=2nV‘--- 

ij 

COKOLLAIUUM 8 

728. Si resistentia evanescit, quo casu h fit co, curva baec in cycloitleni 
abire debet, quae est curva tauiochroua in vacuo. Hoc ipsuiu aequatio ])Oi‘ 
serieiu expressa in dicat; fit enim = seu Aax — s^, aequatio pro cycloido. 

COROLLAEIUM 9 

729. Curva ergo BMANC prout cyclois babebit cuspides inrticalos in 
B et 0, ad quas invenieudas ponatur dx^^ds, eritquo pro arcu BAI'A 

a = ]c (e*‘ — i) sen s = 2U = A M'B; 

tC ' 

atque eius altitude BB erit 

a k 



Pro arcu aseensus vero ANG erit 
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Sive per series erit 


atqne 


-nT\ I 2a® 2a‘‘ , , 

niK , 2a® 2a® 2a* , , 

6^;= a + -h ^ + etc. 


COEOLLAUIUM 10 

730. Ex Ms perspicitur cuspidem 6' arcus ascensus elevatiorem esse 
ciispirle A arcus descensus. Akpre arcus ANG cusp is in infinitum abit, si 
k = a; ot .si a > h, cuspis G erit imaginaria. Oeterum ex aequatione patet 
tarn BD quam GE esse diametros curvae inventae. 

OOROLLAEIUM 11 

731. Si corpus in dhnidia oscillationo habuerit celeritatem altitudini 
d6l)itam, erit arcus descensus 

hyg 


:2ia 


[§ 723] seu per seriem 


kVg— Yal) 


2]/a& , 2aZ» , 2ahyah , ^ 

, L-. 

yg 2gli igli^Yg 


atquG sequens arcus ascensus 


2]/^ 2ab , 2ai>’)/a & 

Wo 2// 2gli 


COROLLARIUM 12 

732. Si ergo descensus fiat ex puncto B, ita ut arcuf 


erit 


It 




gaJt^ , 
(a + A)®’ 


sequentis vero ascensus arcus erit 


^2kl 


2 a -f 7ti 
a "j” 7<J 
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TOMUS ALTER CAPUT III § 733-735 


[398-399 


COROLLARIUM 13 


733. Ex aequatione pro hac ciirva apparel curvam in puucto A habi- 
turam esse taugeiitem hoiizontalom. Gum porro posilo els constante radius 
osciili in jlf sit 

^ dsdy ds]/(ds®— dx^ 

ddx ddx ’ 

quia est [§ 719] 

clx <= l)ds, 

erit 

ddx 

2a 

efc 

V(ds^ ~ dx^) = ds ]/(l - 1 - 1)) ; 


erit radius osculi in M 

gTi 


Posito ergo s = 0 erit radius osculi in puncto infimo A ==2n. In JS vero 
et G radius osculi evanescit. 


COROLLARIUM 14 

734. Radius osculi non est maximus in puncto infimo A; sed per 
methodum maximorum maximus invenitur in arcu ascensus idque in 
puncto 0 oxistente 

A0-2kl^^,. 

In lioc enim puncto est radius osculi 


2ah 

Ex quo concluditur, nisi sit Ic^a, curvaturam curvae ANG perpetuo 
diminui neque punctum 0 usquam existere. 
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SOHOLION 2 

735. Hoc igitur problemate duas inveniinus curvas, super quarum altera 
oiruies descensus, super altera vero omnes ascensus aequalibus absolvuntur tem- 
poribus. Atque cum super tota curva BAG omnes itus sen semioscillatioues 
aequalibus peragantur tomj)oribus, si quidem in curvae portione BA iuci- 
piant, baec curva ad oscillationes in Iluido isochrouas faciendas esset idonea, 
si modo reditus quoque inter se essent isochroni, de quo vero non constat. 
Quia autem in Hindis praeter resistentiain quadratic celeritatum proportio- 
nalem alia insuper observatiir, quam momentis temporum proportionalem 
sen constantem esse probabile est, etiam coniunctim cum ista resistentia 
tautochronam determinare oporae pretium est; quod vero facile ex praece- 
dente efflci potest. Sit enim resistentia constans == Iv, erit pro desconsu 

= — gdx + ■ 

Quare si in priore operatione tantum loco gilx ubique gdx — Ms substitua- 
tur, tautochrona satisfaciens simili modo obtinobitur; pro descensu scilicet 
pro dibit ista curva 

ax = (~ - /!') s + 2/v» 1) 
aiquc pro ascensu vero baec 

2 /, 

quae curva quoque cum priore eandom curvam continuam constituit; abit 
enim altera in altoram ponondo s negativum. Notandum bic est, si fuerit 
1: = ~ fore curvam tautoebronam traotoriam (Fig. 82, p. 356) asymtotam 

habentem horizonialem GJS, quae a pimcto A clisiot inter vallo 
Fib autom longitude, quo baec tractoria describitur, est = 2?c. 

Quod autem super buiusmodi curva tangentem borizontalem nusquam 
babente semioscillatio absolvi possit atque alicubi punctum aeqnilibrii A 
existere, mirinn non est, cum, ut supra iam observavimus, in tali resistontiae 
hypotbesi corpus in loco subsisloro queat declivi. His autem casibus, quibus 
curva ultra A descendere pergit, nulli reditus atque ideo millae oscillationes 
peragi possunt, quia corpus, quanqiiam super piano declivi ad quietem per- 
venire potest, tamen super eo ascendoro nequit; in quovia enim curvae 
portionis AF puncto corpus in quieto perseverare potest. 
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SCHOLION 3 

736. Non multo difficilior fit problematis soliitio, si j)otentia deorsiiiii 
tendons non constans, sod variabilis utcunque P atque oxponens reaistentiao 
etiam variabilis q ponatur. Habebitur enim pro elomento teini>oris in 
descensu 

ds 

Si nunc ut anto [§ 719J ponatur 


/- 


pils 

e ' ’ Pdx = t 


ot 


ds 

1 pda 


cki, 


dobebit quoque esse 


j adt 

m == 

yt 


sou t ■ 


o?P^dx^ 

du"* rii 

1 ds^ 


Quae caequatio denuo dilFercntiata posito ds constmite et loco dt oius valoro 
subatituto dabit 

^5 = Pqddx -|- qdPdx — — Pdxds*) 


pro curva descensus isochronos babente. Huiusquo curvae continua ultra A 
ascensibus iuserviet 


SCHOLION 4 

737, Tautochronam banc in bypotbesi resistentiao quadratis coleritatum 
proportionalis primus ego dedi in Comment, tomo IV, nbi oadem qua liic 
sum usus metbodo.®) Deinceps vero etiam Cel, loii, Bernoulli mibi per 
litteras significavit se quoque in eadem resistentiae bypotbesi istam tauto- 


1) Editio prineeps: ^ ^ Pqddx ^dPdx - Corroxit P. St. 

2) L, EuLBiti Coinmetitatio 13 (indicia Bnbstbobmiani): Gurva iautochronct ini fluido t'csi' 
stentiam facienic semidim quadrata cderMum, Comment, acad. so. Potrop. 4 (1729), 1735, 
p. 67 ; LsomARDi Euleri Opera omnia, series II, vol. 4. P, St 
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chronam repperisse'); cuius methoclus extat in Comm. Acad. Paris. A. 1730.®) 
In aliis vero resistentiae hypothesibus exccpta ea, quae ipsis celoriialibus esi 
proportionalis, nemo adhuc, quantum mihi constat, tautocbronas determinayit. 
Quod enim ad eas curvas attinet, quas in Act. Lips. A. 1726 tautoclironarmn 
nomine dedi'’), eae quaesito non satisfaciunt, uti Cel. Hebwannus, qui priminn 
in easdem inciderat*^), atquo ego postea monstravimus.*’’) Difficultas auiein 
methodi buius tautocbronas inveniendi in hoc consistit, quod in aliis resi- 
stentiae hypotbesibus celeribas non possit universaliter ex aeqnatioue cauo- 
nica dotorminari. Quomodo vero nihilominus pro aliis resistentiis tautoclironao 
investigari quean t, ex sequento j>ropositioue colligi poterit; in qua pro mediis 
rarissimis in quacunque celoritatum rationo niultiplicata I'osistontibus tauto- 
clironae inveniendae proponuntur. 


PHOPOSITIO 82 

PROBLEMA 

738. ]n medio rarissimo, quod resistii in quacunque mitUiplicaia ratione cele- 
ritaium, et hjpotliesi polenliae uniformis deormn tendeniis dclominare curvavi 
iauiocJironam AM (Fig. 80, p. 352), super qua vel onmos descoMSUS vel ascensus 
acqualilms alisolvantur temporihus. 


SOLUTIO 

Positis abscissa AP = x ot avcu AM =8 sit totus arcus desconsii aliquo 
desci'iptus =/’. Poteutia sollicitans doorsum ponatur altitude coleritati 

1) Vilo litteras ab loii. Bbknoulli 27, Doc. 1729 nd IjEomiAiwuM Euwirum datos, quas 
6, Bskstuobm edidit Biblioth. Matbom. 4,, 1903, p. 378. P. St-, 

2) loji. BbbnouliiI, Metkodc pour trouver les taidoohroncs, clans les milieux resisians comme 

le quarrd des vitcsscs^ Mem. do I’aoad. d. sc. do Paris 1730, p. 78; Ojjcm Tom. 3, 

Lausanuae et Geuovao 1742, p. 173, P. St. 

3) L. Euceui Oommontatio 1 (indicis Enks'i'kokmiani): Conslniclio lincunim isoohronanim 
}nedio quoounque resislento, Acia orud, 1726, p. 361; Ljioxjunui ]Sur.Kiti Opera onmiaf series II, 

vol. 4. P. St. 

4) Iao. Hbhmann, Theoria goneralis moluwn, qui a poienliis quibicsris in coipora 

mlesinenier agmtilus, Oommont. acad. sc. Petrop. 2 (1727), 1729, p. 139; vide praoolpue 
p. 168. P. St. 

5) Vide notam 2 p, 366. 


P. St. 
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TOMUS ALTER CAPUT III § 738 


[402-403 


in M debita sit =«;, exponens resiatentiae =k atque ipsa resiatentiae vis 
ubi k eat quaiiiitas valde magna, ita ut fractiones, quae in denominatoxe 
k plurium quam m dimensionum habent, pro evanescentibus baberi qiieant, 
His positis erii ex natura descensus 

j , , v”‘ds 


lam si resistentia prorsus abeaset, curva quaeaita esset cy clois, cuius acqua- 
tio eat 

(jx — «s^; 

quia aiitem medium eat rarissimum, curva quaeaita non multum a cycloicle 
dift'eret; ponatiu’ igitnr aequatio pro curva quaeaita baec 


Quia vero eat 


qx = as -j- 7 

* ft 


/Is” 


d y => — (jdx. + 


A-" ■ ’ 


Jo 

propter terminum valde parvum erit proxime 

ubi constans G ex hoc determinatur, quod, ai fit s = f, fiat v=-0. Quo- 
circa erit 

— s®) + ^ (/’" ~ s”) quam proxime. 

Ponatur ergo 

^=«(r-s’*) + /J.(r-s")+ Q; 

erit 

civ == - 2«sds - + d <3 = - 

- 2 «s(/s - 

fc”' “ A"* 


neglectis reiiqnia terminis, qui pro v”‘ poni deberent, quia in iis k plures 
quam m in denominatore liabet dimensiones. Ex his iam sequitur fore 
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integral! hoc ita accepto, ut evanescat posito s = Erit ergo 

» - «(r - s’) + ^(r - s’) + ^Ifir - s'yiis 


atque hinc 


\/v l/«(r-s») 


^{f'> — s’») + a”‘ J(f^ — s^'d a 

2a^lc”‘(ff — ss)'^ 


omittendis iteruni tormiuis sequentibus ob memonitani rationem. Hiiic uimc 
prodibit tompus 

ds 


f^l = U. 
J Vv 'J V a 


P Cds (f" — s") «"* r ds f(f^ — s^Y'ds 


]/« •Jyaif^ — s'^) (//■— «s)*' 2«^> 

quod ita integratmn, ut evanescat posito s=0, dab it tenipus, quo corpus 
descendens arcum ilf^==s absolvit. Totura ergo descensus tomj)us per 
arcum f obtiuebitur, si post integrationem ponatur s === f] quod teuipus debet 
esse constans seu ita comparatum, ut non pendeat ab f. Primus autein. 
temporis terminus 

• f 

posito post integrationem s«=/* iam dat huiusmodi expressioiiem, in qua 
non amplius inest prodit enim • Quamobrem si duo reliqui termini 
ita essent comparati, ut, postquam positum est s — f, soso destruant, quaesito 
foret satisfactum; haberetur enim pro inlogro descensus tempore haec ox- 
pressio , quae est constans, Debebit ergo esse 

^ fdsfiP-sy 

^ (ff~ssf 

posito post integrationem s = /*. Dat autem 

rdsj f^- ^) 

(fj-ssf 

posito S’=f multiplum potestatis ipsius f, cuius oxponons est n — 2, atque 
alterum iutegrale 

p»—s^y»ds 


f 


fdsfjf 
*J /jkjy 


(ff-ss) 

Lkoniuiidi Eui4Em Opera omnia II y Mecbanioii 


I 


17 
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TOMUS ALTER CAPUT IH § 738-741 


[405—406 


posifco s == f dat multiphim potestatis ipsius f, cuius exponens est 2m — 1. 
Fiat igitur n — 2 m ~\-l atque j3 ita sumatur, ut hae duae potestates ij)sius 
f, quarum uiriusque exponens erit 2m — 1, sese destruaut. Quo autem ap- 
pareat, quales coefficientes habiturae sint istae ipsius f potestates, ex casibiis 
simplicioribus concludemus. Integratis igitur sequentibus formulis, ita ut 
evauescant posito s = 0, tumque facto s = /* reperietur 


/: 


if- 


(ff-ssf 


= f~^ atque 


/! 




(ff-ssT 




et 




■S^)ilS 

^ (ff-ssf 


2-4 

1>S 


f; 


bincque erit generaliter 




itt 


2-4*6----2w ^2m-L 


(ff-ssf^ 




r 


unde erit 


n ids{f’' S") __ 2>4-6'"'’2«l aMm-i 


Alterius termini coefficiena ex eadera analogia innotescet. Est enini integra- 
tions ita instituta, ut integrale evanescat posito s = 0, per seriem 


fir — syds — ryf- s) + ^ - «*) - 

_l_ _ etg 


Haec igitur series in 


a”*ds 


ducta et integrata atque turn posito s = /" dabit 

^ 8w(w - !)(?» - 2) 
^ 1 * 3 1*3*6 1«3‘5*Y 



^tn j'ivi - 1 

2»t+T* 


His igitur duobus valoribus inter se aequatis prodit 

1.3-6-7--'-(2»J — !)«’« 
^“2-4.6'8--'-2w(2»td-l)' 

quo valore loco /3 substitute babebitur pro curva tautochrona ad descensus 
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pertinente, posito - loco a homogeneitatis ergo, sequens aequatio 

nq] i 

•’ « ^ 2 • 4 • 6 • • • • 2 m{2m -|- 1) 

Vel si ex a; desicleretur s, hinc oriiiir isia aequatio 

S — Vgax — 2.4.6....2«!(2«r+l)2F' ’ 

Atque tempos uniuscuiusque descensus super hac cnrva erit — seu 
longitude penduli in vacuo a gravitate naturali == 1 sollicitati eodem tempore 
descensus absolventis erit = ~ • Eadem aequatio pro cnrva tautockrona rau- 
tatur in aequationem pro cnrva, snper qua omnes ascensus aoqnalibus tem- 
poribns, tempore scilicet , absolvuntur, si loco Jc'" scribatur — S'". Q. E. I. 

COROLLARIUM 1 

739. Si 2w -|- 1 > 2 sen curvae radius osculi in. puncto A idem 

erit qui pro aequatione scilicet • in his ergo casibus corpus 

minimum descensum absolvit oodein tempore quo in vacuo; seu descensus 
super infima curvae portiuncula infinite parva idem erit in vacuo ot in 

•I 

medio resistente, si mode «( > ^ • 

COROLLARIUM 2 

740. Si = 2 » ™ utroque termino s habebit duas dimensiones. Quare 
radius osculi in A non ainplius erit , sed eo erit minor. In hoc ergo 
medio, quod in rations celeritatum resistit, tempus descensus minimi per 
areulum circnlarem maius erit quam in vacuo hoeque in data ratione. 

COROLLARIUM 3 

741. Si m fuerit <i, verura tamen >0, radius osculi in A erit infinite 
parvus; snper hac ergo cnrva in vacuo minimus descensus absolveretur tem- 
pore infinite parvo, cum in medio resistente finite tempore perfleiatur. 

47* 
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TOMtJS ALTEE OAPUT III § 742—744 


[407-409 


SCHOLION 1 

742. Quod ad hunc casum «i<| attinet, hoc, quod diximus, quidem ox 

aequatioue sequitur, quam iu medio rarissimo quaosito plene satisfacoro 
ponimus. In casu autem, quo tres termini, ex quibus acquatio con- 

sistit, etiamai medium sit rarissimum, non satisfaciunt. Duo enim tennini, 
quibus g-jo aequatur, considerari debent tanquam duo termini initiales sorioi 
convergentis, in qua sequentes prae primis evanescant. Tota vero series 
huiusmodi habebit formam 

~ "ft + o*’"- Vc*"' 

in qua exponentes ipsius s in progreasione arithmetica progrodiuntur; haoequo 
forma partim ex analogia, partira ea ipsa ratione, qua ad secundum terminum 
inveniendum usi sunius, colligi potest. Ex hac iain forma apparet cui’vao in 
puncto inflmo A conditionem, si w<~, ex duobus terminis primis cogiiosci 
non posse, quautumvis k sit magnum. Quia enim exponentes ipsius s do- 
crescunt, in sequentibus terminis s tandem in denominatorom migrabit idoo- 
que poaito s = 0 flet a? = css, ex quo apparet curvam liis casibus in A non 
terminari neque radium osculi in hoc loco posse definiri. Quod incommodiiin 
non habet locum, si exponentes ipsius s crescunt. 

SCHOLION 2 

743. Hinc igitur patet modus curvam iautochronam in medio in qtta- 
ennque celeritatum ratione multiplicata resistente inveniondi, otiamsi medium 
non fuerit rarissimum. Cum enim aequatio pro tautochrona sit huius forinao 

a ' O”}?' + ^Bni-s;.3m+ 

quemadmodum ex conditione tautochronismi valorem cooffleientis A detor- 
minavimus, eodem mode etiam coefficientes reliquorum terminorum potorunt 
definiri. A.t propter tantopere compositas formulas integrales labor fere fit 
insuperabilis, qui autem forte sublevabitur, si quis tantum unicum coeffi- 
cientem B vel ad summum duos 5 et 0 determinandi operam adhibuoril, 
quoniam sequentes ex analogia concludi possent. Ad haec accedit, quod haoc 
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series in casu, quo m=l, cognita sit, quippe ex superioribus (§ 724) liabeinus 
gx 


s- , s", s'* , s” , , 

a 6«7c 48aF 480«P ® 


quae series ad generalem inveniendam non paaoiin subsidii afifereb. Terminus 
vero B inveniri debet ex sequente aequatione 


_ fi -a r(f’'*+i-s»"‘+‘)Vs 8 ^ fds(P’»+^-s^^+^)fds(ff-ss)^ 


iff-ssy - (ff-ss) 

, 3 pds(fds(f^-sYy i r^sfds{ff-ssy-^(f^’>'+^ 

_ f iff - ss)"‘- ^ fds(ff~ ssy» ^ 


iff-ssf 

_sSm + l) 


cuins aequationis integralia ita sunt sumenda, ut evanescant posito s == /) 
quo facto poni debet s = 0; atqne turn valor ipsius B invenictur. Coeffioiens 
vero A iam cognitus est; iuvenimus enim 

, 1 . 3 ' 6 ....( 2 »> — 1 ) 

^ 2 "4 ^6 • • • • 2w(2}» + 1) ■ 

Pro casu, quo w=l, superiorem aeqiiationom evolvi invonique exi- 

stente J. = ^ , id quod egregio congruit, Si autem valores coefftcioutiuiu in 
infinibinn innotescerent, turn haboretur quidein aequatio serio infinita constans 
pro tautochrona quaosita; quae autem, si eius lex cognita fuerit, per metho- 
dum meam series summandi^) in aoquationem terminoruin numero fiuito con- 
stantein tranaformari imterit. Atque banc propemodiim unicain et tiitissimain 
iudico niethodum, cuius ope tautocbronae in aliis rosistenliae bypotbesibus 
inveniri queant. 


COEOLLARIUM 4 

744. Si igitur aequatio 

s* , , jBs*”' , i 


1) Lt. Eulbri Oommontatio 26 (indicis Enestrobjceani): Metkodiis gencmlis simniandi pro- 
gressioneSj Oommont. aead, sc, Petrop. 0 (1732/3), 1738, p, 68; LEOi^irAitDi J^ulem Opera 
omnia ^ series I, vol, 11, P. St, 
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TOMUS ALTER CAPUT III § 744-749 


[410-411 


expriinai tautoclironam descensuum, ascensus tautochronos prodiicet ista curva 

quae oritur ponendo k'" negativuiu. 

COROLLAEIUM 5 

.745. Perspicitiir hinc, quoties m fuerit numerus integer, toties tauto- 
chronam ascensibus iuservientem ylJ\r(7 (Fig. S3, p. 362) esse continuam tauto- 
chronae descensuum BMA, Eadein enim aequatio oritur, sive /«"* sive s po- 
natur negativum. 

COROLLAEIUM 6 

746. Praeterea intelligitur curvam ANG, super qua omiies ascensus eodem 
tempore absolvimtur quo descensus super curva BMA, minus esse curvam 
quam BMA et cusp)idem G altius habere positam, quemaclmodum in medio, 
quod in duplicata celeritatum ratione rosistit. 


COROLLAEIUM 7 

747. In medio, quod in simplici ratione celeritatum resistit, omnes ipsins 
s exponentes Hunt «= 2; ex quo sequitur tarn tautoclironam descensuum quam 
ascensuum esse semicycloides. Ba vero pro ascensu, quia s* minorem liabet 
coefficientem quam pro descensu, maiore circulo erit geuita, si quidem tem- 
pera ascensuum aequalia esse debeant temporibus descensuum. Interim vero 
eadeni cyclois eontinua semioscillationes quoque producit isochronas; ascen- 
suum vero tempora erunt minora quam temiiora descensuum. 


valor definiri. 


SCHOLION 3 

748. Si m est numerus integer, facile ex data forma potest ipsius A 
Namque si erit si w==2, orit ^ = — et ita 

porro. At si m non est numerus integer, diffleilius est valorem A exhibere; 
series enim valorum ipsins A delbet interpolari* Pro fractionibns quidem, 
quariun denominator est 2, valor ipsins A per qnadratnram circuli potest 
deflnii'i. Posito enim rt pro perimetro circuli, cuius diameter est 1, erit, iit 
sequitur; 

0)1 


3 

2 ' 
2 
“3 


5 

2 ' 

^4 

3*5 


2 

2 . 4-6 

3.5.7 


JL 


etc, 

etc. 
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Ex quo patet, si fuerit vi = , fore 


2 

2-4-6’ 


' 2m 


atque adeo 


«‘'-7+3T6.7 


3 . 6 • 7 • • ' • (2M+i) 

2'4‘6'--2M«i(®'*+» 


existente scilicet m == — ii . Quaecunque autem ni fuerit fractio, erit perpetuo 

A ^ i 

(2 m + lyf !la{l — i?)"* 

hoc integrali ita accepto, nt evanescat posito ;ef == 0, atque turn posito is = 1, 
quemadmodum docui in Comment. A. 1730, in Disseriatione De progressionibus 
transcendentihus}) 

COEOLLAEIUM 8 

749. Si nunc pro singulis mediis resistentibus rarissimis quaerantur 
tautochronae descensuum, eae se habebunt, ut sequitur; 


0 


m 


1 


m = 1 


ni ■■ 


3 

2 


m = 2 


6 

m — 

2 


m ^ 


gx 




w * u 

gx = - - + - , -r v 
® ticYak 


.r 


g<^ = - ; + 


S'* 


gx- 

gx' 

gx ■■ 
gx> 


a 6 ak 


+ 




4 


.3.9® 


a ^ 40 a® A® 

8 s® 


A. + .. 
a 45n;a®fc*ya)fc 

^ I 


Ex his formabimtur tautochronae ascensumn, si ultimi termini flant negativi. 


1) Tj. Euwoni Oominentatio 19 (indicis Ehbstrobmiani) ; De pyoffressiontbus iransecndentihus, 
seu qiianm lermini gmeralcs algebraioe dari neqiteunt, Oomment. acad, sc. Petvop. 6 (1730/1), 
1738, p, 36; Lf.onuahdi Dvi.mi Opera omnittf series I, vol, 14. P, Sb, 
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TOSroS ALTER CAPUT III § 750-752 


[412—414 


SCHOLION 4 

750. Haec igitar sufficiant de tautochronis simplicibns, super (juibus vel 
oiruies descensus tantum vel oiunes ascensus aequalibus absolvuniur tem- 
poribus. Praeter has autem curvas etiam aliae tautochronarum iioniine ap- 
pellari possunt, super quibus vel omues semioscillationos vel etiam solum 
omnes integrae oscillationes sint isochronae; quarum curvarum numerus uti 
etiam in vacuo est iiifiuitus. Quod autem ad intcgras oscillationes attinefc, 
haec quaestio resistentiae propria est; in vacuo enim omues semioscillaiioiies 
inter se sunt aequales. Quia autem in liis quaestionibus duae curvao iu- 
veniendae proponuiitur, quarum altera ad ascensus, altera ad descensus per- 
tinent, antequam huiusmodi quaostiones pro tautochronismo solvainus, alias 
faciliores propositiones circa binas curvas ascensum et descensum spectanles 
praemittemus. 


PROPOSITIO 83 

PROBLBMA 

751, In li^pothesi poientiae uniforms cleorsum tendeniis et medio tmiformi, 
qtml resistit in dupUcaia ratione celeritatum, data curva MA (Pig. 84) imenire 

alteram AN ilU in A itingendant Indus 
indoUs, tit corpus per arcim guemcunque 
MA super curm data descendens super 
curva qtiaesita ascensu confi.ciai arctm 
AN, qtii aegualis sit arcui MA. 


SOLTJTIO 

Positis potentia sollicitanto g, ex- 
ponente resistentiae h et celeritate in A, 
quam ex descensu acquisivit quaque super curva quaesita AN ascensum iii- 
choat, debita altitudini & sit pro curva data abscissa J.P >== (», arcus AM=s\ 
j)ro quaesita vero sit abscissa AQ’^t atque arcus AN^r, His positis erit 
altitude celeritati corporis descendentis in M debita 
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et altitiiclo coleritati corporis ascendentis in N debita 

= e * (ft — ff fe * dij. 

Integer ergo arcus descensus provenit ex hac aequatione 

b^uje^dx, 

integer vero arcus ascensus ox hac aeqiiatione 

b = gje^di. 

Inter arcus igitur descensus et ascensus haoc habebitiir aequatio 

^fe * dx 3^dt 

sen huins differentialis 

e * c/jc == e* dt. 

Quare cum arcus ascensus aequalis esse deboat arcni descensus, ponatiir r = s; 
quo facto proclibit ista aequatio 

e ^ fZ® = dL 

Gum autem curva MA data sit, dabitur aequatio inter s et x; ox qua, si 
loco dx eius valor per s et ds substituatur, prodibit aequatio inter i et s 
seu inter t et r propter r = s; quae determinabit naturam curvae quaesitao 
AN. Q. E. I. 

COBOLLARIUM 1 

752. Si curvae datae MA portio inflina exiDrimatur aequatione x — as", 
erit pro portioue infima curvae AN haec aequatio 

- 3 » 

dt = one * 


Lkonhaudi Eulbri Opera omnia II 3 Mocbanioa 
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TOiEDS ALTER CAPDT III § 752-759 


[■11 B -110 


Bst vero propter s arcum mirumiim 


unde erit 



2s 

T’ 


t^as" 


2ans”*^ 
(tt -{• I'jJi 


sen tantura t = as”, Portiones ergo infiniae utriusque ciirvae erunt inior hc^ 
similes. 


COEOLLARIUM 2 

— a« 

753. Ex aequatione e * = intelligitur esse semper dt<d(c sou 

i<x. Punctum ergo N semper liumilius erit positnm qimm pimctinn r<v 
spondens M. Ex quo sequitiir curvam AN minus esse curvam versus A It 
quam curvam AM. 


COEOLLARIUM 3 

754. Hanc ob reni curva ANG non poterit esse similis ei aoquulirt 
curvae AM, quia hoc eaau puncta M et N arcus aequales A3i ot A N 
terminantia forent in eadem altifcudine sita. 

COEOLLAEIUM 4 

755. Si corpus super curva MA ex altitudine infinita descendorot, qiiiit 
in A celeritatem tantum linitam acquirit, ad altitudinem tantum /iiiituui 
ascendere poterit. Hoc ergo casu, quo curva AM in infinitum porriglLur, 
curva ANG non ultra datam altitudinem ascendere poterit, sed asymtoioii 
liabebit horizontalem BC. Id quod etiam ex hoc apparet, si fit s— tinn 
enim prodit di = 0. 


SCHOLION 1 

766. Quemadmodum ex hac propositione intelligitur, quomodo ox data 
curva descensuum MA inveniri debeat curva ascensuum AN, ita vicisniiii 
hinc facile erit ex data curva AN alteram definire. Si enim detur aoqualio 
inter f et s, erit 


aequatio pro curva AM. 



416—417] DE irOTU PUNOTI SUPER DATA LINEA IN MEDIO EESISTENTB 


379 


COROLLARIUM 5 

757. Quia airvae clescensuUm MA respondet ourva ascensmim AN, 
cnius haec esL aeqiiafcio 

dt^e ^ dx, 


ita, si liaeo curva AN pro curva deacensuum accipiatnr, erit respondentis 
curviio asconsuum abscissa 


- 4 . 

=J e * dt =J e ^ dx. 


COROLLARIUM 6 

758. Si hoc niodo ultoriores curvao respondentes quaerantur, obtinebitur 
sequons aequaiioiuim series: 

Abscissa amm respondens arciii s 

I = x, 

II e * dx, 

« ri? 

HI ^Je’^dx, 

IV = / e ' dx, 

* t * 

/I 

n ==,/e * dx. 

COROLLARIUM 7 

769. Iluius igitur scriei diiao curvae contiguae banc habebuut 
tatom, ut iis in infimo puncto A coiiimictis corpus super priori d 
super altera per arcuin ascendat aequalem arcui descensus. I 
autem huius seriei curva facto w = eva fit recta horizontalis, quia 

e * ideoque ipsa curvae abscissa. 
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TOMUS ALTER CAPUT III § 760-765 


[417-418 


BXEMPLUM 1 


760. Sit liuea data recta veiiicalis; erit a;==s. Pro curva ergo ascen- 
siium qoaesita ANJS (Pig. 85) existente AQ = t et AN = s habebitur isfca 

aequatio 



dt^e^ ds seu ^ ^ 


0 . 


Atque eliminata quantitate oxpoiientiali 
erit 


2tds = Jcds — kd t sive 


(|7c — i)ds 
dt 


-k. 


Ex qua aequatione perspicitur ciirvam 
ANN esse tractoriam super asymtoto 
horiiiontali BJ) filo longitudinis yA genitam. Quare altitude asymtoti AB 
erit = 2 /<•. Si nunc liaec ipsa tractoria ANN pro curva doscensuum acci- 
piatur, ei respondebit curva quaesita, cuius abscissa arcui s respondens erit 

==J e *' ris; quae ergo curva iterum erit tractoria asymtoton lioriKontolein 
habens, cuius asymtotos supra A elevata est intervallo k, cui longitudo 
fill aoquatur. Seriei vero superioris omnes curvae erunt tractoriae, quae 
fllis geuerantur, quorum longitudines constituunt banc seriem , I-, etc. 
Eecta scilicet verticalis tanquam tractoria considerari potest, cuius fllum 
generans est seu iiifuiitum. Ultima autem huius seriei tractoria in reclam 
abit liorizontalem per A ductam. 


EXEMPLUM 2 

761. Si liuea descensuum data fuerit recta utcunque ad borizontem in- 
clinata MA (Fig. 85), ita ut sit MA{s)-.AP(a))^ ail seu dx^--, habe- 
bitur pro curva quaesita AN ista aequatio 


cuius integralis est 


rlf 

adt = e * ds, 
kL 
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Ex qjiibus aequatiouibus coniunctis oritur 
2 aids = hds — alidt seu 



2 ' 


Qnae aequatio quoque est pro tractoria filo longituclinis y super asymtoto 
liorizoutali BD geuita existente AB^ haocque tractoria per A trausire 
debet. Seriei sequentes curvao omues sunt quoque tractoriae ut in praece- 
donto exeraplo, quarum fila genorantia sunt -g-, , y etc., eariuu vero 

asymtotorum a pimcto A distantiao teneut liauc progress! onem 

etc. Hae scilicet oinnes tractoriae cum axo verticali AB angulum con- 
stituent aequalem angulo PAM. 


COEOLLAEIIFM 8 

762. Tractoriarum barum ea, quae primam seu roc tain MA praecedit, 
hauc ergo babebit proprietatom, ut corpus super oa doseendeus postoaque 
super recta AM ascendens aoqualia spatia porcurrai. 


COEOLLAEIUM 9 

763. Ad curvam igitur dosconsuum OA 
(Fig. 86) inveniendam, cui respondeat recta in- 
clinata AM, supo!* asymtoto horizon tali filo 
longitudinis y describatur ti'actoria OA in eaquo 
sumatur applicata Al) = — et ex A constiiuatur 
recta inclinata AM\ oritque Gyl curva descon- 
suuin, cui respondet recta AM pro asconsibus. 

SOHOLION 2 



764. Inservire potest hie casus instar exempli problematis inversi, quo 
ex data curva ascensuum curva descensuum vequiritur. 


EXEMPLTJM 3 

765. Sit curva descensuum data cyclois MA (Pig. 84, p. 376), cuius natura 
hae aequatione sit expressa 


2aa! = s‘‘ 
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TOXroS ALTER CAPUT III § 765-767 


[420-421 


seu circuli geuitoi-is diameter 


Erit ergo 


dx^ 


sds 


unde pro ciu'va altera ascensuuin AN haec invenitur acquatio 


-it 


cuius integi’alis eat 
quae propter 
abit in banc 


adt = e ' sds, 


— 2j 




- 2 ^ 


aclt_ 

sds 


atsds = 


alc^dt ^ Ic^sds 
’ * I 


ctlcsdt 


Haec curva in A, nt iain eat dictum, tangentera habobit hoiizontaioin. 
Ilabebit vero etiam asymtoton BC boiizontalem; cuius altiiudo BA rouerio- 

tur, si s fiat = ev>. Piet autem hoc casu e * = 0; quare orit t = AB — . 

Ex hoc intelligitur curvam alicubi punctum Ilexus coutrarii babore dob or o; 
quod invenietur, si posito dt constante ponatur dds==Q. Hinc voro prodibib 
l=ry seu Quare si sumatur arcus erib N punctum floxna 

coutrarii; ciii respondet abscissa A0t =.~ — A'. ge„ = 
erit semper AB:BQ=>e‘,2^ 2,71828 : 2. 


Qua circa 


SCHOLION 3 

7fi6. Problema boc propositum extat ab anonymo in Act. Lips. A. 1728") 
eiusque solutionem dedit in Comment. Acad. Petrop. A. 1729 Cl. D. Beknoiti ju*) 
aia usus methodo. Praeter banc vero conditioiiem anonymus ille polissi- 
mum Mqmrit uuam curvam continuam, cuius alter ramus descensibus, altor 
ascensibus mservjat, cuiusmodi curvae dautur inuumerabiles. quas in sequonto 
propositiono detegemus. 

1) R’oblcma gvometm propositum, Acta erud. 1728, p. 623. P, St, 

latis suae ”*^^**^ curoilineo corponm, guae nsistentiam patimktr veloch 

laus suae guad,alo proporlmalem, Comment, acad. sc. Petrop. 4 ( 1730 /I), nssf p, 136. P. St. 
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PROPOSITIO 84 

PROBLEMA 

767. lisdem nt ante invenire mrvam eontinmm 3{AN (Fig. 84, 

p. 376) ImiusmocU, tit in quavis seniioscillaiione, quae senqyer in arm 31 A ioicipiat, 
super ea facta arms descensus 31 A aeqmlis sit arcui ascensus sequentis AN. 

SOLUTIO 

Propositio haec a praecedente in hoc tantum differt, qnod ibi data 
fuerit curva ITA) hie vero ea qxioque quaeri debeab ex hac conditione, qviod 
utraque curva 31 A et ylAT unam eandemque curvam continuain constituere 
debeant. Sumtis igitur aveubus A3l et AN aequalibns =s ot posita AF^^’Oe 
atque AQ^t erit 

(U = e (l(c. 

Quia aiitem curva 3iAN debefc ease contimia, aequafcionem inter a et as ita 
oportet esse comparalam, ut, si in ea loco s ponatur — s, quo caau arcus 
A3£ in arcuin AN abit, valor ipsius x fiat <= t seu 

==» J e da;. 

Pono igitur dx = 3£ds, ubi M sit functio quaedam ipsius s, eaque abeat in 
N, si loco s ponatur — s. Ponatur ergo — s loco s, quo oasu x abit in t, 
eritque dt = ~ Nds. Est vero quoque . 

2g "-S i 

dt = e*- dx==^e ^ Mds, 

quocirca erit 

N^~c'*"3'I. 

Sit porro 

3£=e~^P 

abeatque P in Q posito — s loco s eritque 

—3 

N^e^Q. 
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TOMUS ALTER CAPUT III § 767—770 


[ 422 - 42 ^ 

Quibus valoribiis loco HI et N substiiutis prodibit Q= P. Ex quo upparot 
P huiusuiodi esse debere functioiiem ipsius s, quao abeat in P posito s 
loco s, quas functiones impares appellare consuevi. Sit itaque P fimctio 
quaecunque iinpai* ipsius s, cuiusmodi sunt e. gr, as, as*' etc., oritquo 

M===e^Fih seu x^Je’^Pds. 

Quae est aequatio pro curva quaesita. Q. E. I. 

COROLLARIUM 1 

768. Quia est 

dx^e’‘Pds, 

erit suniendis logarithmis 

ldx = -^ +lP-\- Ids. 

fc 

Differentietur baec aequatio deauo posito ds constaute prodibitque 

seu TiPddx^Pdxds^-MxdP. 

(lx li r 

Quae aequatio ab exponentialibus est libera. 

COROLLARIUM 2 

769. Quouiam P per s dari debet, aequatio iiiventa non habot variabilos 
inter se permixtas; quainobrem ea sufficit ad curves in ea contentas con- 
struendas. 


EXEMPLUM 

770. Ponamus esse P= erit 

/> A » i. 

ax =J e* sds = he’’ s — 

quae est aequatio pro una et fortaase simplicissima curva satisfacionte. ITaoc 
vero aequatio eliminato exponentiali e* abit in banc 


axsds = ahsdx — I^adx -|- h^sds. 
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s 

Vel exposito per seriem prodiliit ista aequaiio 



1-3/f 




s* 

1-2-4/c* 


+ 


s® 

1 • 2 • 3 ■ S/c® 


-{- etc. 


Haec ergo curva in A habet iangentem liorizontalem eiusque radius osculi 

in lioc loco est a. Quia, ne curva flat imaginaria, esse debet dx < ds, de- 
J * 

bebit esse e’‘s<a. Quo ergo loco fit e*s, quae expressio crescente s quoque 
crescit, aequalis a, ibi curva AM habobit tangenlein vei’ticalem atquo punc- 
tuni reversionis. Pro ramo A N posito — ■ s loco + s liaec babetur aequaiio 

— ff 

r~T 1 1 e'^sds 

ax^ioAsas sou asK = 

a 


Quare quaindiu fuerit e ^ s < a, curva non fit imaginaria. At si usquani 

IT * 

e^s^a, ibi curva quoque babebit punctuin reversionis et diainetrum verti- 

calem. Fieri autem potest, si a satis magnum accipiabur, ut e * s semper 
minus sit quam a, quo casu curva AN in infinitum abibit asymbotonque 

babebit horizontalem J3G. Fit autem e*s = 0 casibus s = 0 et s = cs3; 
babebit ergo valorem maximum, si eius diflerontiale = 0; boc vero casu fit 
7(5 = s et 

7c 

e*s=. — . 
e 

Quare si fuerit u>-“, curva babebit asymtoton JBG, cuius altitude BA erit 
= At si fuerit a<y, curva uti alter ramus babebit quoquo punc- 
tum reversionis, quod ex hac aequatione determinabitur 

a==e^s. 


In priori casu curva AN babere debet punctum, flexus contrarii, quod repe 
rietur ex bac aequatione 1 = erit scilicet in N sumto arcu AN’=‘h. 


Ligonhardi Eulbri Opera omnia II 2 Meehanioar 


49 
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TOJIUS ALTER CAPUT III § 771 


[424—4 25 


PEOPOSITIO 85 

PROBLEMS 

771. In hyjmthesi gmvitaiis et resistentkie pmecedente si data fnerit Gtirm 
MA (Fig. 84, p. 376), super qua descensus ahsolvantur, wvenire pro ascensibtis 
curmm AN Indus proprietatis, id ascensus cuiusque tempus acquale sit tempori 
descensus praecedentis. 


SOLUTIO 

Positis ut ante potentia sollicitante ^ ^ et meclii exponento = h si L 
pro curva MA abscissa AP = x, arcus AM=s atque pro curva quuosilu 
AN abscissa AQ — t, arcus AN—r. Ponatur altituclo celoritati desconsii 
quodam in A acquisitae debita =1, qua celeritate corpu.s scquentem aacoji- 
sum in curva AN absolvet. His positis erit altitude celerilati in M doBiiu 

= e* (i — (jfe ^ ds^ 

et altitude in ascensu celeritati in N debita 


{h — gfe'^dt). 

Tempus ergo descensus per arcum MA erit 

_ J ds 

e^'‘y{b-gj‘e^ds^ 

et tempus ascensus per arcum AN 

^ f 

quae duo tempom, si post integrationem ponatur 

gfe ^ atque gfe^dt = h, 
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dobeni oaae aequalia. Ponatur ad hoc ohtinendum 


(jfc’-dx^X, gfe^dt = T 

atquo 

d<i — 

--,=dS et e^^dr = dB, 


n])l Xj T, S el It smt tales functiones, quae evanescaut posito x, t, s et 
O' 0. JUfliciondmu ergo est, at haec duo integralia 


r ds 
J V{i}~x) 


et 


r dB 
^ y{b - T) 


flant inter so aequalia, si post integrationem ponatur X = h el T<=h, M 
6' et it iiti ot X ot T sunt quantitates a b prorsus non pendentes atque 
oaudoin inter so rolationem tenere debent, quemcunque valorem b habuerit. 
tiuaosito ergo sntisflot, si 11 fuerit tabs functio ipsins T, quabs S est ipsius 
X Vol siimto Ji==>S esso quoque debet T=X. Est vero 

S = 2/c(l-e''*) et 
facto igitur It — 8 erit 

r 

2==e**-|-e®* atque 


R = 21c{e^'^~l); 
r = 2/t?(2-e“). 


(iuin aiitom hoc ]3osiio esse debet X = T sen 


fiot 

Cum vero sit 
erit 
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TOiroS ALTER CAPUT m § 771—777 


[426—427 


Ex quibiis ergo coiistnictio curvae innotescit, quia smnto arcu 

liuic vespondet abscissa 

IJ 

Aequafcio vero pro cuiTa AN commodius invenietur ex daia aeqiiatiouo 
inter s et a;. Nam quia est 

s = — 27 - 7(2 — e**) et a:= f — > 

si loco s et a; hi valores substituantur, prodibit aequatio inter i ot v pri) 
curva quaesita AlA, Q. E. I. 



COROLLARIUM 1 

772, Quia est r = 2 7; 7(2 — 0 “), erit 

(7r= 

2 — 

Cum voro, ne curva fiat iniaginaria, esse debeat dr^dtf curva vIjV 
eousque erit realis, quousque 

seu ds>—f - — 
e “(2 — e “) 2 e **'— 1 


COROLLARIUM 2 

* 

773. Est vero e“ semper maius imitate; ex quo sequitur, ubi fnorii 
ds > dx, eo magis fore 

2e“~ 1 

Quaie si curva data fuerit realis, quaesita quoque semper erit realis. 
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COEOLLARIUM 3 

774. Cum sit s = — 2kl{2 — e“), erit 

r 

, e^^dr dr 

(^s == ~ ZTf > 

2_e!fc 2e^*— 1 

unde facilius relatio inter ds et da in computum duci potest. 

OOROLLARIUM 4 

776. Ex solutione problematis simul apparet, quomodo eius inversum 
sit solvendum. Si enim curva ascensuum AN dabur seu aeqiiafcio inter t et 
r, ex ea aequatio inter » et s formabitur ope aeqnationum 

t^f — ^ et r = 2/kj(2-e^). 

^ {2e»- i)* 

COROLLARIUM 5 

776. Ad curvae forraam circa punctum A indagandam ponantur s et r 

valcle exigna eritque unde fiet dr = ds atque dt~da}. Ex quo 

perspicitur curvarum MA et NA infiraas portioues ease inter se similes ot 
aequales. 

EXEMPLUM 1 

777. Bit linea descensmim data recta MA (Pig. 85, p. 380) uteunque in- 
clinata, ut sib s = «« seu ds ==» adso. Gum nunc sit 

, dr , j df 

ds == — et d(c =• — — , 

2«^ — 1 (2e‘^— l)* 

habebitur inter ^ et r pro curva quaeaita ista aequatio 

dr = — seu adt=2e^^dr — dr, 

1 

= 4fc(l — — r. 


cuius iutegralis est 
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TOMUS ALTER CAPUT HE § 777-781 


[428—429 


Quae acqnatio in seriem couvevsa clat 

ttt=r — + i.2.3-2Ai« “ T^2'r3TI7j;^ "1“ 

idooque in pnncfco infimo A est dr — adi. Curva liaec alicubi babebit tau- 
gontem horizontalem, qui locus invenietur pouendo di~0; tum vevo orit 

r 

2 = e** seu r = 2ftZ2, cui respondet ai = 2k — 2?£l2. A.tque si r flat mains 
qtiain 2/iQ2, valor ipsius di liet negativus ideoque curva iterum doscendoi, 
donee —di fiat =dr; hoc autera accidit, si esfc 

— r 

1 — a = 2e** seu r<^21il ----- • 

i — 1< 

At quia « non potest esse minus quam 1, si est «==!, tangena vorticalis in 
infinitum ab A distabit, atque si a > 1, ultra taiigeuLeiu borizontalem nus- 
.quam babebit tangentem verticalem. Sed antrorsum ultra tangontem babebit 
verticalem, ubi est 



Casu eigo, quo linea data est verticalis seu «=1, fit ^* = 0 seu tan gens in 
A erit verticalis. 

COROLLARIUM 6 

778. Si s denotet totum arcum descensus, r exprimet totum arcum 
sequenti ascensu super curva (Fig. 84, p. 376) descriptum. Quaro si dotrir 
arcus descensus s, reperietur arcus ascenaus 

r==2*z(2-e^*). 

Quoniam enim posuimus T~ X, integros arcus descensus et ascenaus litterao 
s et f denotant. 


■ VjF4,TJ, 


cunra data MA ipsa tautochrona deacensuum, quam ante pro 
ea em resistentiae hypothesi mvenimus; babebit curva ^i^hano proprietatem, 
aequahbus quoque absolvantur temporibus, iisdem nempe, 

Zl Mrr 77 tautochrona ascen: 

suum cum curva MA contmua iam ante inventa. Quo hoc autem ex ieto 
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calcivlo ostendatur, sumamus aequationein pro curva tautochrona descensuum, 
quae est [§ 719J 

vq\ adx==k{e^’‘ — l)(is vel = — l) — ks. 


Gum nunc sii 


ds = 


dr 




2e^‘— 1 

his substitutis erit 

sen 


et 

2e^ — 1 


atque dx 


dt 


(2c“- 


ly 


adt kdr (t — 

(2es'^-i)* (2e2i-i)* 

adt = /i:(l — e^*)dr. 


Quae aequatio ex ilia formatur, si jtro o) ponatur t atque — r pro s. Quare 
haec curva AN est continua cum MA atque tautochrona ascensuum. 


COROLLAEIUM 7 

780. Dato ergo arcu descensus s super tautochrona descensuum erit 
arcus ascensus sequentis super tautochrona ascenauum 


2kl{2~e^^). 


Atque si descensus a cuspide tautochronae descensuum incipiat, cuius locum dat 


(§ 729), erit arcus ascensus 
ut supra invenimus (§ 732). 


r 


4 



^2kl 


o + lc 

~T~ 

2 a + 

Of h * 


SOHOLION 

781. Cum itaque tautochrona in hac resistentiae hypothesi quaesito 
satisfaciat atque sit curva continua, hinc ansam arripimus investigandi plures 
curvas continuas, quarum duo rami vices curvarum MA et AN sustinere 
queant; id quod in sequente propositione praestabimus. 
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TOMUS ALTER CAPUT III § 782-784 


[431-432 


PROPOSITIO 86 

PHOBLEMA 

782. lisdem positis id mile imenire casus, quihus ikiac cwvae MA et AN 
(Fig. 84, p. 376), super qiiibus descensus et seguentes ascensus aequalihus tern- 
poribus alsohanfur, imam curvam contimain constituunt. 

SOLUTIO 

Manentibiis iisclem. clenominationibus, quibns in praecedente propositioue 
usi sumus, scilicet AP = x, AM~s, AQ = t et AN=r, praeter dims 
aequationes ibi inventas 

JL zJ. zl ^ 

2 = et e'‘dx = e'‘dt 

efflci debet, nt aequationes inter 5 et a) et inter r et t sub eadem aequationo 
comprehendantur. Sumamus ad hoc novam variabilem g, ex qua punctuni 
M in curva AM determinotnr, ita ut, si g fiat negativum, eodem modo 
obtineatui' pimctum N in altera curva. Hanc ob rem s huiusmodi esse 
oportot functionem ipsius g, ut eadem, si loco g ponatur —g, det arcum 
AN, qui ob positionem negativam est ~r, ita ut s abeat in — r posito 
— g loco g. Ponatur 

erit 

r ^4 

propter 2 = c”* ideoque Q erit functio impar ipsius g, quae in sui 

negativam abit facto g negative. Erit itaque 

Porro autem esse debet 

dx(lA-Qy=^clt{l-Qy 

atque x talis esse debet functio ipsius g, quae abeat in t posito 0 ne- 
gative. Ponatur dx^Mdg abeatque M in N facto g negative; erit ergo 
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= — Ndg. Quamobrem fiei 


Sit ergo 




existeute P qiioqiie = funciioni impari ipsius s; atque turn flot 

N^-~p(i + gy 

4 

icleoque aequalia inter se erunt M(1 -j- Qf et — N(l— Qf, uti requiritur. 
Sumtis ergo pro lubitu loco P et Q functionibus imparibna ipsius ^ erit 

dco = Pdz (1 ~ Qf sen co = J'Pdz^l — Qf 

atque 


Unde innumerabiles oriuntur curvae MA, quarum paries continiiae AN 
ascensus producunt isochronos respective descensibus super MA factis, Quia 
autem duae functiones occurrunt P et Q, determinetur altera, ut sit 
<3 = — erit 

s = 2hl atque x ~^f‘Pdii{l ay. 

In quarum posteriore aequatione valor ipsius g ex priore, qui est = 1 — c**, 
subatituatur habebiturque aequatio inter » et s pro curva quaosita. Q. B. I. 


COBOLLARIUM 1 

783. Si g==0, fit quoque s = 0. Quare integrale ipsius Pdg(l gy ita 
accipi debet, ut evanescat posito g = 0. Nana evauesceute arcu s abscissa 
quoque x evanescere deb^t. 


784. Oum sit s 


COROLLARIUM 2 
erit 

i.—s* 


i-g* 


drS = 

Leoiibabsi Eoleri Opera omnia II 8 Meehan ion 


60 



39^ TOJIUS ALTER CAPUT 111 8 784-788 [iBS 

et qui<i est dx = 

(Is ‘2k 

dx + 

nisi ergo P(t — z%l + z) maius fuerit quam 2k, curva erifc realis. 


COEOLLAEIUM 3 

786. In. pimcto infimo A, quia evanescifc z, erit 

(Is 2ft 

dx P 

Quare P talis esse debet functio impar ipsius z, ut ea, si ^! = 0, minor sit 
quam 2ft; hoc antem eveuire non potest, nisi P talis fuerii functio ipsius s, 
quae evanescat posito ^!==0, hocque casu tangens in A erii horizonfcalis. 


EXEMPLTJM 1 

786. Quia P debet esse functio impai* ipsius z, ponafcur 

P_- 

(1 

Quo posito erit 




^=/( 


aede , azdz 

— ji seu 


Est vero 


^ 1 _ e"* et atque 1 — ^ = e®*. 

Quibus substitutis habebitiir 


2fte* 


Quae est aequatio pro curva tautochrona supra inventa, super cuius parto 
MA omnes descensus aequalibus absolvuntur temporibus, super parte antem 
altera AN omnes ascensus iisdem temporibus, 
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EXEEPLUM 2 


787. Sit 


p= 

&aa — 

(1 — ggy ’ 

erit 


('tSazdg— 


~(i- 

■ay i~a 

Ciun autem sit 



— « 

!C3 

i 

1! 

et i — g = 

erit 


a(l -e^*T(4-6^) A 

X ^ = a — 






Quae aeqtiatio in seriem couversa clafc 


4it®a! s* j f s® I 

~3o Th ““ 48^ 96&« 640 fc* 


etc. = hx 


mutata constante a in 


4fe« 
86 ’ 


PROPOSITIO 87 

PROBLEMA 

788. In Itypothesi graviiatis uniformis deorswn lendenlis et medio wiifonni 
in dii^licata celeritatmi ratione resistcnte si dehir curwi quaecwtgtte MA (Pig. 87, 
p. 396) sv^er qua corptis descensus dbsolvat, invenire cxvrvani AN ei iungendaw 
adi ascewsws idonectm, ita ut onrnes semioscillationes, quae su^er cwva MAN 
aequalibtis absohantwr temporihus. 


SOLUTIO 

Positis ut liactenus potentia sollicitante g et exponeute resiatentiae ft 
ait curvae datae MA abscissa AP = a>, arcus AM=‘S, curvae yero 
quaesitae abscissa AQ~t, arcus AN~r. Incipiat nunc descensus in quo- 
cunque curvae MA puncto sitque celeritas in A acquisita debita altitudini &, 
qua celeritate corpus sequentem ascensum in curva AN absolvet. His positis 
exit altitude celeritati corporis deaeendentis in M debita 


60 * 



TOMUS ALTER CAPUT IE § 788 


[436 


396 



et altiturto celevikti corporis ascendentis in N clebita 




Ex his exit tempiis, quo in hac semioscillatione arcus MA et AN percnrruntur, 



quae exin’essio iniegntra dabit somioscil- 
lationis tempus, si post integrationeni 
ponatur 

r 

gje’'dx’=‘l atque (j J* t=‘h. 

Cum igitur hoc tempus debeat semper 
habere valorem constantem, qui non a 
quantitate litterae 1) pendeat, ex hac 
conditione determinari dobebit aoquatio 
inter t ot r ope datae aequationis inter x et s. Ponamus brevitatis gratia 

zl z. 

gJe’‘dx>=‘X et gj'e^dt^T 

atque 

^^dS et = 

Quibus substitutis habere debebit 



r ds 


, r dB 
^Jv(b~ 


Vii-T) 


valorem constantem, si post integi-ationem ponatur Z = et T=l). Fiat 

generaliter 3’= Z, quia 3* ah Z non pendetj habebimus pro tempore 
hano expressionem 


fdS+dB 
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quae ita debet esse comparata, ut post integrationem facto X == 6 littera h 
prorsus ex calculo evauescat. Hoc autem flet, si fuerit 

j/X 

erit eniin tempus semioscillationis 




adX 


■VQ)X-XX) 


- — na 


deuotojite n peripheriaiu circuli, cuius diameter = 1 . Sit 



J 


clenotabit f longitudineni penduli in vacuo ei gravitate ===« g semioscillaiiones 
luinimas eodem ioinpore absolventis, quo liae semioscillationos sujjor curvis 
MA et AN peraguntui’ (§ 167). Gum igiiur sit 


y<jA 


erit 

/S + J? == 2]/--^^ -- 21 / 2 /’ f 

Est vero 



/S=2/4i — c**) et 1, 

unde erit 


seu 


ideoque fiet 

■r 


r == 27cii(e*^d- J&'‘ da^. 


Huie vero valori ipsius r respondens valor ipsius t ox liac aequatione de- 
terminabitur T—X seu 
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TOMUS ALTER CAPUT III § 788—795 


[436—437 


Ex quo iuvenitur 

t = /I 

ex quibus cousfcructio curvae innotescit. Aequatio autem pro curva quaesita 
AN commoclius ex data aequatione inter a: et s obtinebitur, si loco s substituatui' 


et loco X hie valor 



His enim subsbitutis orietur haec aequatio inter r et t, quae est pro curva 
quaesita AN. Q. E. I, 


COROLLARIUM 1 


789. Cum oscillationes minimae congruaut cum oscillationibus in, vacuOj 
si curvae MA tangens in A non fuerit horizontalis vel si radius osculi in 
A fiierit infinite parvus, cm’vae quaesitae AN radius osculi in A erit 4/*, 
Erit euim hoc casu tempus descensus minimi =0 et tempus ascensus 

it 1/2 f 

~ Vo ' 

COROLLARIUM 2 


790. Sin autem emryae MA in A radius osculi fuerit finitae magnitu- 
dinis, scilicet li, erit tempus descensus minimi = 100^, Quo igitur 

tempus semioscillationis sit erit radius osculi curvae in 

y9 

^i^Vf — Vlif] debet autem esse seu f > ne curva AN fiat imaginaria. 


COROLLARIUM 3 

791, Curvae ergo MA et AN in A et tangentem horizontalem et ra- 
dium osculi communem habebunt, si fuerit /'*= A. Hoc enim casu curvae 
AN radius osculi in A fiet quoque =sA. 
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SCHOLION 1 

792. Quemadmoclum Me ex data curva descensuum curvam aacensuuni 
dtitei’miiiftviniUF), itii perspicitur simili modo ex curva ascensuum data curvam 
doscoimuum inveuiri posse; si enim detur aequatio inter t et r, quia est 


atiiiKi 






liiH viiloribus substituendis aequatio pro curva descensuum inter s et a: ob- 
tinobilur. 


COKOLLARIUM 4 

793. Cum f imiumGi’abiles habere possit valores, modo sit ad 

(|uainvis curvam sivo descensuum sive ascensuum datam innumerae adiungi 
posBunL curvao oiusinodi, ut semioscillationes super iis factae sint omnes 
iHocbrouao, omnino uti in vacuo fieri potest. 


OOROLLARIUM 5 

794. Quia in solutione posuimus T= X, hac aequatione relatio conti- 
uotur inter quomquo arcum descensus integrum et arcum respondentia 
iisconaiis. tta, si arcus descensus fuerit s, erit arcus ascensus 

r == 2 /d (e'"' + . 


EXBMPLUM 1 

795. Sit linea descensuum data recta verticalis FA, pro qua est s==a;, 
Erit orgo quoque ds ■= dx atque 




i * (Jaj “ 
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TOMUS ALTER CAPUT III § 795-797 


[438—439 


Unde igitur flet 


seu 


PoiTO auteiii est 


,-m{f +]/%{!- e)) 

6^* = e“ ^1 — e * 




ih 




Lt5 

seu e’‘ dt^ ds. 


Elinnuato ergo s prodibit pro curva ascenauum ista aequatio 

(2f+iydi = l-(2f~ li)dr - ^ 

in qua variabiles sunt a se invicem separatae, quaro ea ad eurvain constni- 
eiidaiu sufficit. Integi-atio vero buius aequationis a quadratura circuli pondot. 
Pro vacuo ex hac aequatione elicitur facieudo k = co ista aequatio 

+ = t = if-r-2-V2f{2f-r), 

quae aequatio ad earn, quam in capite praecedento [§ 464] invenimus, roduci 
potest. 


EXBMPLUM 2 

796. Sit linea desceusuum data ipsa tautochrona descoiisuum supiu 
[§ 719] inventa, cuius aequatio est 

adflj — l). 

Erit ergo 

pit- Ip (e” _ jT) _ + 1 _ I (i _ 

et 

l//-eTfe_4ri”'). 

’ l/a 
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Qaamobrem fiet 


atque 


— s 


atque 

Cum autem porro ait 
erit 


^ y« 

__ r ^ \ ^ r 

\/a 



ya-y<if 

y^f-c^Ya 

-- 1 

, aloG^^ dr^ 

aclx “/ 7 — 

(/* - 1 ) 

\a" 




e'‘ dx = e’- dt, 


aeu 


I- j, a/i-e’-** — l) . ,, — e**) 

ae’'(lt = - — sive adl= - — - -~~ 

(-l/a + l/2f)^ (-)/« + 1/3/-)= 

(__ Ya + Y^fydi = kdr(l — e^), 


ubi y^f maius ease debet quam l^a. Haec autem aequatio inventa com- 
prehendit omnes tautocbronas ascensuum; quae enim liarum cunque cum tau- 
toclii’ona deacensuum iuugatur, super curva ex iis composita omnes semi- 
oseillationes debeut esse isochronae. Si sumatm* /*= 2 a, aequatio erit haec 


adt = hdril 



quae est pro tautochrona asceusuum , super qua omnes ascensus eodem tern- ' 
pore absolvuntur quo descensus super tautocbrona descensuum data, atque 
ea est continuatio tautocbronae descensuum. 


EXEMPLUM 3 

797. Sit linea descensuum data MA tautochrona ascensuum et quaeratur, 
quales curvae cum ea iunctae semioscillationes isochronas producant. Aequatio 
voro pro hac curva MA est 

adcc^ lidsi}. ~~ e®*). 


Lkonhatidi Eulbrt Opera omnia Ha Koohanicar 


61 
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TOSITJS ALTER CAPUT IH § 797-799 


[441—442 


Erit ergo 

- ^’(i - + f^*') - fj(l - S*' + 2«^’) 


Ex his oritur 


atque 


— e>‘ + (l - e“) ■)/|{{l + 2e**') 

r 

a J 


ds 


(l - 


(l + (e»-l) (l + 2e2^)) 
ex quibus constructio curvae consequituv. 


SCHOLION 2 

798. Hoc exemplum ideo attulimua, ut appareat, cum quaiiam curva 
tautochronam ascensuum conhinctam esso oporteat, quo semioscillationes omnea 
aequalibus temporibus absolvantiir. Ex formulis autem inventis apparet 
curvam quaesitam non esse tautochronam descensuum; aoquatio enim 

cdt == }{dr{e^’‘ — l) 


in illis formulis non continetur, quod periculum facienti statim patehifc. 
Quamobrem si MA fuerit tautochrona descensuum et ascensuum, etianisi 
omnes itus per MAN iisdem absolvantur temporibus, tameu reditus seu 
semioscillationes sequentes per non erunt isochronae. Pendulum ergo, 

quod secundum curvas MA et AN oscillari efflcitur, oscillationes non faciet 
isochrouas, etiamsi alternae semioscillationes, in quibus descensus in curva 
MA incipit, aequalibus peragantur temporibus. Haec consequenter curva 
composita Jlf^^ non est idonea ad pendulorum motum in medio resistente 
aequabilem efflciendum. Optimum vero huic incommodo remedium afferrelur, 
si casus detorminaretur, quo curva AN similis et aequalis curvae MA 
prodiret. 
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PEOPOSITIO 88 

PROBLEMA 

799. Si curvae MA et AN (Fig. 87, i). 396) earn liahuerint 2 ^^'opnetatem, 
id omnes semioscilhiiones, quae in curva MA incipiunt, sint inter se isochronae 
in medio, quod in duplicata ratione cekritatum resistit, determinm’e casus, quihus 
hae diiae curvae coniunctac MA et AN iinam curvam confimcam constikmnt. 


SOLUTIO 

Maneiitibus iisdem denominationibus, qtias iu pvaecedente propositione 
adhibuimus, scilicet AM=s, AQ^i et AN=r atque f ~ longitadini 

penduli isochroni in vacuo et gravitate = g, inveniinus ibi has duas aequationes 


/ce'' - 


V2fJ e^' dx 


et 


e'-dt 


e ^ dx, 


quibus relatio inter ntramqne curvam continetur. lam quia curvae MA et 
NA duo debent esse rami curvae continuae, aeqnatio inter » et s iba debet 
esse comparata, ut, si x abeat in t, turn s fiat — r propter situm nega- 
tivum. Ad hoc accipiamus novam variabilem cuius s et jc sint tales func- 
tiones, ut facto z negative x abeat in ^ et s in — r. Sit 



= zV2f; 


facto enim e negative, quo casu r in — s et — s in r transit, prodibit 

ke^^-lce^^ = ~zV2f', 


quae aequatio cum priore congruit. Sit P functio quaecunque par ipsius z, 
quae non mutatur, etiam si loco 0 ponatur — 0 , et ponatur 
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tomus alter oaptjt ni § 799— 802 


[ 443-444 


quo posito quaesito satisfiet. Namque faciamus is negativum; abibit — s in 
r atque babebitur 

= i;e!]/2/’+P ae — 'ke^'' = sV'^f , 

Jt 

uti requiiitur. Alteri aoquationi 

i‘~ r~- 

J e^dt^ J e*- dx 

Je‘' clx = 

iain satisflt] posito cniin is nogativo ot dt loco dx atquo f loco s prodit 

fc^dt = i == Je* dx. 

Ex vaviabili ergo z, cuius P esi fimctio quaecunque par, curva quaosiia AM, 
cuius coutinua est altera Ali, ita detenuinatur, ut sit 


per banc 




dx^2e‘‘ zdz 


Sli^zdz 


Erit ergo 


Sit 


(2P—zy2fy 


a: = 8fc' 


J (2P-eV 


(2P-gy2f)^ 


et 


it')/2 


m 


2h 


2P-zy2f 


turn ad formulas simpliciores efflciendas turn ad homogeneitatom commodins 
produceudam, quia debebit esse « imius dimensionis; erit ergo P fmiotio par 
ipsius u unius dimensionis quoque. Quare habebitur 


Q. E. I 


s = atque x = ~y 


¥ r ndu 

rj (P~ly 


COEOLLAEIUM 1 


800. Infinitae ergo curvae tautochronae MAN invenientur, si infinit-i 
varii valores loco P, qui omnes sint functiones pares ipsius u, substituantur. 
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Aequatio vevo inter a; et s obiinebiiur, si ex duabus aequationibus inventis 
s-2klp'^- atque 

variabilis ti, quae etiam in P inost, elimiuetur. 


OOBOLLARIUM 2 


et 


801. Quia est s = 2 kl erit 

Jr W 

tls 
It 


%k{dii — tZP) 

P-tt 


atque 


= T 3 - — seu p — w = Ue^'' 
F-~u 


as— 


Oum qua aequatione si altera 


Ax- 


coniungatur, prodibit 


il^udv, 


dx ^udu 


Quae aequatio ad eliminaudum u est saepe coiumodissima. 


SOHOLION 1 

802. Quia evanesceute 8 quoque a; evauescere debet, primum iuvesti- 
gaudum est, quo ipsi u dato valore s evanescat. Deinde integrals 


/i 


udu 


(P-m)> 


ita acoipi debet, ut evanescat, si loco u idem valor subatituatur. Hocque 
observaudum est cum in constructions curvae, quae ope duarum invenlarum 
aequationum perflci potest, turn in coneinnatione aequationis inter a; et s, si 
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TOiroS ALTER OAPDT III § 802-805 


[444-446 


quiclem ea ex aequatione integrata 

4 ft* r udu 

cleclucafciir. Ceterum si loco tt et P quaelibet eorum multipla aclhibeautin*, 
loco duarum inventarmu aequationum adhiberi possunt istae 


P— « 


et 


4ft* r udu 

f J (P-m)*’ 


ubi conatans c esb arbitraria et idcirco ita determinari potest, ut s eodem 
casu evanescat, quo evanescit x. At s evanescit, si w=»0, quia est 


atque /e* dx evanescit evanesceute s; quare c aequale esse debot valori ipsius 
P, si ill eo ponatur m = 0. Eodem ergo casu x debot evanescere, ex quo 
constans in integratione valoris ipsius x determinatur. Vel etiam loco P 
talis functio par ipsius u accipi debet, quae fiat = c, si ponatur u = 0. 


OOROLLARIDM 3 

803. Oum longitude penduli isochroni in vacuo et gravitate == ait = /* 
atque oscillationes minimae in medio resistente non discrepent ab oscillatio- 
nibus in vacuo, erit radius osculi curvae in A «= f, si quidem tangens curvae 
in A fuerit borizontaHs. 


EXEMPLUM 1 

804 Quia P esse debet functio par ipsius u, sit P constans 
quo posito « = 0 flat s = 0. Eiit ergo 


zi 

h ' — « ==! fte** 

Atque ob dP — 0 habebitur 


86U 



dx 


2» 


seu 


— I 


u tsssi 


fe^^dx 

2ds 


Ex quibus aequationibus conficitur ista 


l), 

A 



446-447J DE MOTD PUNOTI SUPER DATA LINEA IN MEDIO RESISTENTE 


407 


Quae aequatio est pro ipsa tautochrona descensuum; quae ultra J conti- 
nuata dat taiitochronam ascenauum; atque omnes semioscillationea auper liac 
ciirva continua, si modo in ramo 3IA incipiant, eruut iBochronae. 


805. Sit 


EXBMPLTJM 2 


P = 


a 


retinebit P eundem valorem facto u uegativo. Hoc posito erit 


k — U-] 


2A 


et propter clP — erit 


ex qua aequatione prodit 


a 




ds ^ f(a — 2«) , 
dx 2 ail ’ 

^da> 


^iae?’' ds + fdi)^ 

Qui ipsius u valor in altera aequatione substitiitus dat 

2fa^e^ dcods == Ah (e“ — l) ds + fd{^ — f^ae^‘‘'dcc^ 

atque extracta radice 

8 8 


ae^^ds 

fdx 


1+]/- 


aa 


(tc 


ik 


1 


47c(e2*-l) ^ 4/tf(c“-l) \47c(es^- J 

In casu speciali, si fuerit a = ista aequatio abit in banc 

A.ke'^^ds 1 -j : e** 

fdx J- ’ 

eit_l 

quae duas aequationes in se compleetitur, quarum altera est 


fdx = Ahe^^'dsie*’’ — l) 
— fdx = 4Ae**ci{s(e** 1), 


et altera 
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TOJIUS ALTER CAPUT IE § 805-808 


[447 


yrnni-m autem posterior, quia posito s — 0 non evanescit dx et ob valorem 
ipsius dx negativum, est iuutilis. Prior vero integrata dat 


sou 






3/a: = 87c^(2e**~-3e’*'-f l). 


Quae ultra A coutmuaia liac aequatione exprimitui- 


^ft 



Per aeriem vero habetur ista aequatio 




_L j- etc. 
24fc ^ 384/c'‘> ^ 


et pro altera curvae parte A?/' haec 




Sri , 19 ri 
'2 “ sift 384 F 


etc. 


806. Quia est 


erit 


Eliminato vero « est 


COEOLLARIUM 4 
ri = = fe '■'dx, 

u^y^ffe^dx, 

P = +‘|/]-/’ fe^'dx. 


Quare si ille valor ipsius u in hac aequatione substituatur, prodibit statim 
aequatio inter s et a;. 


EXEMPLUM 3 

807. Ponamus esse 

P=-)/(F-|- w*) seu = F + 
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Hu)>slil<uliiH loco P oi valoribua supra clatis erit 

/c.“e* -\- kc^^V^fJ e^'diJo^F sen 
Kino (iiuifljTiiiB HnnaondiiS oritur 

2/',/ (? '• die = {f*- — e“) -|' e — 2). 

lljioo v(n*() aoquabio dilTorontiata dat hano 

2/c * da; /cds(e* — eO sen 2/’(Ja; = — l), 

cninH inliipcmlis osb 

2f{c 

Qimo iioquQ.tio in soriem conversa dat 


s< 

Fe’^' 




SCHOLION 2 

HOR. Qnas in his exemplis invenimus curvas tautocbrouaa pro medio, 
quod voHiBlii ill duplicata ratione celeritatum, eae ita sunt J 

irons ot Sint dissimiles. Oum igitur omnes ^esceus^^ 

MA. inciiioro doboant, aequontes aemiosciilatiouea, quae ^ ^ 

.L tatochvouao id “"ir^rrdrxt 

inotum OBcillatorium accommodan uequea^. i^yeuiretur quae 

modimn .ffomtar, si tatasmodi MA * ^ 

iutov so similes et soquales; boo “ Wis ols 

ourvn. doBOonsus fiori possol. ^ non srvmt coatonne, 

oxiHfcab, oiusque inventio, qma hae du r^^ari scilicet debet curva 

ad x)ra6Codonboin propositionem potius per u , ^lequalis sit; liaec 

aoBConBuum, c«i rospondenB ourva ^ ,ubitem. uum 

vovo invostigatio ob defectum ^ J «copum pertiugere 

quiBqnam ante msiguem aualyaeos promotiouem ad 

liKOKifAHDt liotwHx Opera omnia Us Mecbamca 
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TOMUS ALTER CAPUT III § 808-811 


[448—440 


possit. Haec vero qiiaestio hue roclucitur, ut investigoiur aeqimtio inter s 
et X huius conclitioiiis, ut, si in ea ponatur 


loco s et 





dx 

V2ffe^ dxj 


loco ic, eaclem prodeafc aequatio, quae habebatur ante [§ 788|. {Jondiiio quidoin 
baec multis moclis facilior effici potest; attamon qiiomodo ci aatisfieri possit, 
non video. Si medium fuerit xarissimum, non difficile est ox allatis casnm 
invenire, quo duae enrvae MA et AN sint inter se similes et aeqiialos. Ego 
quidera ad finem perdneto calculo lianc inveni aeqiiationem 

+ ^ »8U 


quae curva simul ultra A continuata ramum habet AN similem et aequaloin 
arcui AM; quare pendulum in hac curva oscillans singulas somioscillationos 
absolvet aequalibus temporibus. Erit autem 

9F + 3ftl/(9F + Afa>) et s = V{~ 9F + U )/(97c® + ifx)). 


Quia vero k est quantitas valde magna, erit 


s = y^fx — atque 

Hineque fit 
Ponatur f = 2a; erit 


f]c - _ f dxY ^fx 

y^fx " 12F-’ 

Pdx-i/ 2x 

12F V f—2x' 


y _ f _ f "•y_^ — _ r 

J ' CO t/ Sk f a — £C J «/ I 


a^xdco 


y{aa>-xx) 


" 


-adx 


y(ax~xx) 


Quae ergo curva eodem fere modo quo eyclois describi potest ope rectifica- 
tionis circuli. 
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GOBOLLAEITJM 6 

809. Si aurnaiur ac^^kVS sea /'=2/(:]^3, ciirva haec abit in ellipsin, 
r.uiuB a>ti9 lun'ixoiitalis ost duplo maior qiiam verfcicalis, qiiiest=fcy3. Fieri 
}K)t;(!8b, itli ollipsifl sit iautoclirona in fluido rarissimo atque niagi.s satis- 
i'aciati (luiuii cyclois. 


SCHOLION 3 

810. (lonstnicMo anlom curvao tantochronae in medio rarissimo in prae- 
(MMliJiito Holiolio daUio ost, ut seqnitur: Super recta verticali = 

(Fig. 88) fltiHcrihaku' somicirculns Oi? et ex hoc super basi J9-D cyclois 
tjutio oadoiu iiivorso sitti deacribatur AGB. Qiiibus factis curva qnaesita 
/( M (' rHniafci'uokir autnoiiclis ubique eius applicatis 

<|Ufi ratiioiio ciirvae inlinila puncta cognoscuntur. 

■Vol otiiiin accipi xioLost 

-- (l H- TO + (l — gja) A.0, 

h,a ul! ('ytdoido non sit opna. Curva autem haec alicubi habebit tangentein 
v(n‘U«alom aou applicatam TM maximam, quae invemtur posilo rfy==u. no- 

d\h\l aufcom _ 

oui valovl si JT aoqnalis capiatur, invenietur appUcata maxima. 



PROPOSITIO 89 
PBOPLBMA 

m In hmtUsi grciMt mifmnk deomm Hxidmtis g data »'» «“- 
cungue am {m. 88, p. 412) #>•<> dmeoAm m v ma 
in medio 

indolis, tit omnes descensus s«per MA mt J 

ma, si cderilates m mmiis mis a a A f«ennt 


62 < 
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TOMBS ALTER CAPUT IH § 811-813 


[451—452 


SOLUTIO 

' Sit pro curva, descensuum in vacuo am abscissa ap = t, arcus am = r; 
pro curva vero descensuum in medio resistente sit AP~x et ylJf = s; re- 

sistentiae vero exponens ponatur = h lam 
considerentur bini descensus super Ms curvis, 
in quibus celeritates in et a acquisitae 
sint aequales et debitae altitudini h. Erit 
ergo tempus descensus in vacuo 



, f 

V V(h~atV 


I-z 


y{h~gi) 

si post integrationem ponatur gt^h. At 
itente super curva MA babebitur 

ds 


e^*y{b—gfe'‘ dx) 
si item post integrationem- ponatur 

zl 

gj' 5*d®== J. 

Quamobrem baec tempora erunt aequalia, si fuerit 

— di' et J' 3 ^ dx = t\ 

bis enim positis pro utroque tempore babebitur eadem expressio 

r ^ 

J yth-i 


Oum igitur sit 


unde prodit 


ds 


y{]}~gt) 
dr, erit integrando 


„s* 


2k 




r atque = - 
2 /« 


2h_-r 

2 lit 


s = 21il 


2h — r 
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Mtera vero aequatio j dx = t dat 


Est autem 


quo valore subatituto habetur 


e ■* tZa; = df. 

il^dt 


dx = 


ex quo oritur 


X ■■ 


(2fc-r)*’ 

r u^iu 
J (2k-rf' 


Data ergo aequatioue inter f et r pro curva am ope cluarum harum aequa- 
tionura, quibua s ot a; per I ot r deterininantur, conatrui poterit curva quae- 
sita AM. A-equatio vero inter a: et s comniodius invenietuv ex data aequa- 

fcione inter t et r, si in ea loco r substituatur 21i{i — e**) J^e^dx loco t. 
Q. E. I 


COROLLAE.IUM 1 

812. Circa punctum intimum a, ubi i et r suift quantitates evane- 
scentes, fit 

, , , , rrdt 

s=.r + -^ et x = 

seu 

ds = dr -|- et d a; = d f -f- - ^ • 

Quare inclinatio curvae MA nA axem in A aequalis erit inclinationi curvae 
ma in a. 


COROLLA.EIUM 2 

813. Porro radius osculi in puncto infimo a, si tangens fuerit kori- 
aontalis, est = ^ et in A, quia tangens quoque erit korizontalis, 
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TOMDS ALTER CAPUT lU § 813-819 


[452—453 


Erit ergo 

sds rdr r^dr rdr »• N 

dx dt ikdi dt \ 4/c/ 

Quare ob r infinite parvum erit 

sds rdr 

dx dt 

OOROLLAEIUM 3 

814. Si ergo curva ina in a liabuerit tangentem liorizontalem, erit 
curvae MA tangens in A quoqne horizontalis atque radius osculi in A 
aequalis erib radio osculi in a. 

OOROLLAEIUM 4 

816. Si igitnr in vacuo inventa fuerit curva ma, in qua teinpora do- 
scensuum quamcunque habeaiit relationem ad coleritates in a acquisitas, 
idem problema jn-o medio resistente solvetur curva MA, quae praescripta 
ratione ex curva ma construitur. 


OOROLLAEIUM 6 


816. Si igitur curva wa fuerit cyclois seu tautochrona in vacuo, AM 
erit taulocbrona descensumn in medio resistente supra inventa. Posito enim 
r^ = 2at seu rclr = adt prodibit substitutis loco r et i inventis valoribua ista 
aequatio 




= ae * dx 


sen 


ad» = 2Ms(e‘“-l), 


EXEMPLUM 


817. Sit am linea recta utcunque incRnata, ita ut sit r = nt', erit 
temp us descensus, quo celeritas altitudini h debita generatur, 




ndt 




2n]/i? 

g ' 


Eandem ergo Imbebit jjroprietatem curva MA, ut tempus cuiusque descensus 
in medio resistente, quo celeritas Vh generatur, sit = seu proportionale 
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ipsi celeriiati geiiiiae. Ciun autem sit r~nt, ei’it dr = ndi\ in qua si loco 
dr &{, dt valores iiiveuti substitiiantur, prodiMi 

"1 — s s 

e^’-ds ^ ne'‘ doc seu ndx — e^^ds', 

quae esfc aequatio pro tractoria filo longitudinis geuerata, qualis reprae- 
sentatur iu fig. 86, p. 381, nempe curva CA, quae iu A earn liabet incli- 
nationem quam recta data ma. 


SCHOLION 1 

818. Quemadmodiim bic curva AIA est detenu inata, super qua omues 
descensus in medio resistente iisdem absolvuutur temporibus quibus descensus 
ill vacuo super curva ma, si celeritates ultiniae iu .4 et a fueriut aequales, 
ita eodem modo curva MA potest definiri, super qua omues ascensus iu 
medio resisteute iisdem temporibus absolvuutur’ quibus similes iisdem celeri- 
tatibus incipieutes ascensus in vacuo super curva am. Nam cum in medio 
resistente descensus in ascensum mutetur facto li negativo, si ponantur 
AP = a: et AM = s, babebitur* 

X = 

seu inverse 

t=Je^dx et 7 ’ = 2/i(e**’ — l). 

Ex quibus turn facile curva AM potest construi ot aequatio pro oa inveniri. 

SOHOLION 2 

819. In boc problemate ex curva descensnum in vacuo data determina- 
vimus curvam descensuum in medio resistente. Facile autem apparet vicissim 
ex data curva AM pro medio resistente alteram am pro vacuo iuveuiri posse. 
Cum euim sit 

r == 2/f (l — e"*') et « =>=/e * dec, 

constructio curvae am ope barum duarum acquationum perficitur. Aequatio 
vero pro curva am inter t et r commoditis ex data aequatione inter a; et s 
reperitur, si in ea loco x substituatur et loco s. Quod 

hie praeteroa de descensibus dictum est, idem de ascensibus valet, si modo h 
ponatur negativum, uti in schoUo 1 monuimus. 


J ( 2 /!: + 7 -)* 


et s=^21cl 


2fc + 7 ' 
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SCHOLION 3 

820, Tradita hie inventio alteriua curvae diiarum am et AM ex altera 
etiam locum, liabet, si clatae curvae non liabeatur aequatio, sed si manu ut- 

cunque fuerit ducta; ex formulis enim inventis con- 
sfcructio potest deduci, quae ab aequatioiie non amplius 
Ijeudeat. Quamobrem cum in capite praecedeute (§ 432) 
in casum inciderimus pro vacuo, quo curvam cm- (Fig. 90) 
invenimus cum data ac iungendam, ut omnes descensus 
ex quovis puncto curvae cm usque ad a aequalibus 
absolvantur temporibus, similia exempla ex iis pro 
medio resistente erui poterunt, quibus linea ex parti- 
bus duarum diversarum curvarum composita sit tauto- 
chrona. Si enira curva acm fuerit huiusmodi curva 
tautochvona pro vacuo, ex ea per solutionera huius 
pi’obleniatis sirailis curva composita pro medio resistente invenietur. Scilicet 
ex ac mothodo tradita curva AC definiatur; qua inventa posito = t, cfli==r 
et J3P’=>=c6 atque GM^s et praeterea aJ) = a, ac = c et AS — A et AG^G, 
turn enim, cum data sit aequatio inter t et r, erit 



I 7> J I r. C 

A1 A-\-3i J 


ot 




2 Ic 




At si pro medio resistente data fuerit curva AG atque requiratur altera GM 
oius proprietatis, ut omnes descensus super MO A aequalibus absolvantur 
tomporibus, solutio non dissimili modo effleietur. Nam ex data curva AG 
pro medio resistente uxveniatur enrva eiusdem proprietatis pro vacuo ac per 
scholion 2. Qua inventa quaeratur curva cm ei adiungenda, quae omnes 
descensus in vacuo isochrones producat (§ 432), Denique methodo modo 
tradita ex curva composita acm pro vacuo quaeratur similis curva composita 
pro medio resistente ACM, cuius quidem pars AG iam est cognita; quippe 
ex ea lineam ac definivimus. Idem ergo problema, quod iu vacuo tantum in 
se habebat diffllcultatis, in medio quoqne resistente resolvitur. Denique hino 
caput hoc Aniens Leciorem benevolum rogo, ut, antequam ad caput sequens 
j)i'Ogrediatur, quae in capite I ab § 68 usque ad Anem capitis ti’adita sunt, 
repetere velit. 



CAPUT QUARTUM 

DE MOTU PUNCTI SUPER BATA SUPERPIOIE 


PBOPOsrno 90 

PROBLEMA 

821. Bata via in swperf>ck qnacimqiie Mm/^ (Pig. 91) invenire eins positio- 
nem respeckt plmi dati APQ et radii oscidi illitis vim in M fam positionem 
quam longitudinem nec non noh'malis in s^tperfidem siiwn. 



SOLUTIO 

Sumto pro lubitu piano APQ in eoque axe AP, quorum respecfcu po- 
sitio curvae Mm/a sit determinanda, ex tribus punctis proximis M, m et p 

Lkonhardi EuLRni Opora Omnia II 2 Mechanica 



418 


TOMUS ALTER CAPUT IV § 821 


[457-458 


datae viae in saperflcie in planum JJPQ demittantur perpendicula 
fXQ atque ox puncbis Q, q, q ad axetn AF perpendicula QP, qp et qn. 
Posito nunc initio abscissarum in A sit ylP = r», FQ^y et QM=s, Quia 
poiTO superficies data ponitur, dabitur aequatio eius natnram exprimens inter 
tres has variabiles a?, y et s‘, quae aequatio sit haec 

dfs^Fdx + Qdy. 


Cum hac aequatione si coniungatur alia aequatio, exprimetur linea quaedam 
in ista superficie exislens; quare, cum linea Mmfju data ponatur, dabitur 
praeter aequationem dz FAx Qdy insuper alia aequatio, qua curva Mm ft 
determinatur, quam autem hie repraesentare non est opus. Sint elementa 
abscissae Fp, pn^dx inter se aequalia sen sumatur elementum dx cou- 
stans. Uli'it ergo 


atque 


pq^y-\-dy, nq^y-]r2dy Jrddy 
qm — sA-ds et qfi=‘ g -\''^d,e A" dds. 


His positis sit MN noi*mali8 in superfleiem in puncto M et N punctum, 
quo haec normalis piano AFQ occurrit; demittatur ex N in axem perpendi- 
culum PM] erit 

AE = a: -f Pi? et EN — Qs — y 


(§ 68). Sit nunc ME positio radii osculi curvae Mmfi et E incideniia eius 
in planum AFQ', erit ex E in axem demisso perpendiculo EX 


atque 


AX: 


^dx{dyddyAd8dds) , 
(da:® + dif)ddg — dy deddy ^ 


■^■n edio^ddy A ^de{dgidy ~ dyddn) 

(dx*Ady^)ddg~-dydeddy 


y 


(§ 68). Longitudo vero radii ‘ osculi, scilicet MO, 

(da;®-Hdy® + dg»)^ 

y{dx*{ddy^ + dde^ + {dyddg — deddy)^) 

(§ 72). Denique concipiatur planum, in quo sita sunt elementa Mm, mft, 
productum, donee planum AFQ intersecet, sitque intersectio recta EKI, cui 
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ex A erecta perpendicularis in JC occurrat et ex P in F; inventum est 
supra esse 


(§ 68). Cum nunc sit XB~- FV: AX — AJ^= PV: FI, erit 


Est vero 
atque 


jjj. (AX-AF)Pr 
XR-FV 

AY ~ AV iidx{(l yddy + decide) 

y P py ed dydde(dg^ — dy^)A-if&yde{ddy'^ — ddg^ ) 

ddg{(4x^ + dy^) dilg — dydgddy) 


Quibus substitutis erit 


atque 


p y dxidyddy + d gddg)(gddy — yddg ) gd xddy ~ ydxd dg 

ddyddg{dg'^ — dy^) dydg{ddy^ — ddg^) dgddy — dyddg 

A r pj A p gdxddy— ydxddg-xdgddyA- xdyddg 
Al — rx — JLJ— dgddy-dyddg 


Hinc reperitur 


.y FV’Al gd xddy — ydxddg — x dgddy A- xi dyddg 

FI dxddg 


Plani vero, in quo sita sunt elementa Mm et mft, inclinafcio ad planum APQ 
invenietur demittenda ex Q perpendiculari QS ad intersectionein RI\ erit 
enim tangens anguli inclinationis =^‘ A.t cum sit IV’. FI^ QV\ QS, 
Grit ilia tangens 

_ QM-IV yj dx^d dg ^ (dgddy— dyddg)^ 

PI‘QV dxddy 


Anguli vero NMB, quern radius osculi cum normali in superficiem constituit, 
tangens est 

ddyidxA- Fdg) — ddgjPdy — Qdx) 

{ddg—Qddy)'y{d<!ii^Ady'^ A’dg'^) 

(§ 71). Ex bis igitur omnia deduci possunt, quae ad positionem curvae 
Mmjx cognoscendam requiinintur. Q. B, I. 
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GOEOLLAEIUM 1 

822. Curvae proieclio in piano APQ est curva cuius iiaiura 

exprimitur aeqiiatione inter x et y. Qiiare ista proicctio habebitur, si opo 
aequationum da^Pdx-p Qcly et eius, qua ipsa curva in supevfleie ducia do- 
terminatur, nova fometnr aequafcio elirainanda variabili g, quae sit intor x 
et y tantmn. 


COROLLAEIUM 2 

823. Simili mode, si eliminetur x, ut procleat aequatio inter y et s, Imc 
aequatione definietur proiectio curvae Mmfi in piano, quod ost normalo ail 
axem AX. Atque aequatio, iu qua non inest y, seel tantnin x et 0 , dabil 
proiectionem curvae Mm/x in piano, quod nonnaliter planum APQ secuudiiin 
axem AX intersecat. 


GOEOLLAEIUM 3 

824. Curvae autem Mm/x natura ex duabus eius proiectionibus in duo- 
bus planis invicem normalibus distincte cognoscituv. Qualoin cogniiionoin 
quoque suppeditat unica proiectio una cum ipsa superficio. 

GOEOLLAEIUM 4 

825. Quamobrem ad curvam in superficie data quameunque ckaraoterilius 

designandam requmtur, ut praeter aequationem dg Pdx Q cly , qua 

ficies detei’minatur, detur aequatio duas tantum variablles involvens pro pro- 
iectione quapiam curvae Mm/x, 

GOEOLLAEIUM 5 

826. Si superficies secetur piano, siniili inodo, quo conns ad. soctioiios 
conicas producendas secari solet, curva ex hac sectiono orta eril in eodoni 
piano. Quare his casibus tarn positio rectae IM erit constans qiiaiii plaiii 
IMR inclinatio ad planum APQ. 

EXEMPLUM 

827. Si igitur detur superficies quaecunque eaque secetur piano JMJi, 
quaeratur curva hac sectione orta. Ad hoc ponatur Al^a, AK=h ok 
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auguli inolmatioma ptoi IMR ad ptam APQ taagens - eritguo 


deddy—chjdds ® 


atquo 


el; ]) ^ fidxddy — ydxdd e — xdgddy -f xdydtlg 

(Ixdde 


m = (dgddy - dyd dgf)_ 

dxddy 


l^x quibus aequationibus coniunctis cum dz ^ Pdx Qdy natura curvae hac 

aoctiouo genitae detorminabitur. Ex prioribus vero dual)us aequationibus 
oi’iliir 

b __dsddy-~dyddg ,, ,, , ,, 

a == 


CLiiiia aequationis iutegralis est 


--Iclz : 
a 


ot pori'o 


^ Q>clx + ady) — k seu cdz = hdx -f ady 


cz =‘hx-\- ay + ff. 


In priina vero aequatione si loco ddz et ddy eorum i)ropoi’tioualia substifcu- 
aniiir, prodibit 


a -i- a; = -• 


bedx \-aedy — ayde 


bdg 


seu abdz -j- bxdz = bzdx azdy — ayds, 


cuius j)ei’ divisae iutegralis est haec 

ah 1)X + ay , , , , 

c — cz=^bx ay ab] 

quod ergo auto erat ff, hie est ab, seu ff<=ab. Goustautem vero c tertia 
aoquatio defiuiot; orit autem 

(i^T/(a®+ 6®) d«y(a®+ Z)*) , .7, 

m = ' seu — = ady + bdx. 

hdx + ady m '' 

Quavo orit superior littera 


m 



422 


TOMUS ALTER CAPUT IV § 827-832 


[461—462 


atque praeter aequatioiiem superficiei naturam exprimentem habetur ista 

gYCd^+P) j , ,7 

- Lv H- al), 

ex qiiibus natuxa quaesitae curvae est derivanda. Quia autem iota curva 
quaesita est in piano IMlly commodiasime ea exprimetur aequaiione inter 
coordinatas orthogonales in eodein piano sumtas. Sumto ergo Hi pro axo 
ox ilX in eiim demittatur perpeiidiculum M8 ot vocetur 18<=‘t ei 
Est vero IA:AK= IP'. PV sou 


et 

PoiTo est 

quare erit 
Ex his prodibit 


PY_ ah + bx 
a 

QV^ + + ^ 0Y(a ^ +h^) 


|/(«' + : QS) 

' ma *' ’ 


Q8^-^ et Sr-— • 
>» ma 


ma ' 

Ex quo oritur 

et = 

1/(1 +w») ]/(a^-hJ’)(l + w«) 

et substitutis his valoribus in aequatione p^odibit 

it = »» - iiY(l + 

1/(1 + «»*)(«» + W ) 

His igitur valoiibus loco », y et n in aequatione superficiei substitutis 

proveniet aequatio inter t et « sen coordinatas orthogonales curvae quae- 
sitae. 
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COROLLARIUM 6 

828. Si intoi'sectio plani secantis JR in ipsiim axem AX incidat snma- 
turque I in A, erit 


mu 


y{l + m^y 1/(1 + »>*) 


et x — t. 


COROLLARIUM 7 

829. Si interaectio JR plani secantis JiUR cum piano APQ fueriL nor- 
malis ad axem AX, erit 6==co. Quare proctibunt 


mu 


X ■■ 


u 


/(l + »»’)' ]/(! + »»*) 


a et y = — t. 


COROLLARIUM 8 

830. Cum valores loco ^ et « substituendi sint uniua dimensionia 
ipsarum t et ti, perspicuum eat aequationem inter i et « non plnres habere 
posse dimenaionea quam ipsam aequationem inter 0, i/ et cc. 

COROLEARItJM 9 

831. Quare si aequatio inter z, y ei x fuerit duarum dimenaionum, cuius- 
modi praeter conicam innumerabiles dantur superficies, oiones sectiones piano 
factae erunt sectiones conicae. 


SCHOLION 

832. In Comment. Tom. III. ea dissertations, in qua lineam breviaaimam 
in superflcie quacunque determinavi, tria praecipne superficierum genera sum 
persecutus, quae erant cylindrica, conica et tornata sen rotunda.^) 

Aequatio vero generalis Pdx~\- Qdy dat superficies cylindricas, si 
P evanescit et Q tantum ab i/ et pendeat, ita ut aequationem pro hoc super- 

l) L. Eulbui Comraentatio 9 (indicis BuESTaoBMiAui): Be li/nea hrevissima in superfide qua~ 
cmque dtto quaelilet punoia iungente, Oommeni aead. so. Petrop. 8 (1728), 1732, p. 110; 
LEomARDi HuEERi Opcm omnia, series I, vol. 26. P. St. 
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ficierum genere abscissa % non ingrediatur; omnes enim sectioues inter ae 
parallelae sunt quoque aequales; pro bis ergo est aeqnatio 

Qdy. 

Ad genus conoicliciim refero omnes eas superficies, quae generaiitur 
duceiidis rectis ex singulis ciirvae cuiuspiam punctis ad punctum fixiiin extra 
planum elus curvae sitiim. Quae superlicies banc babent proprietatem , ut 
omnes sectioues parallelae sint inter se similes earumqne latera bomologa ut 
distantiae seetionum a vertice coni. Aequationes vero pro huiusmodi super- 
ficiebus, si quidem vertex coni fuerit in A, ita sunt comparatae, ut x, y et 0 
coniunctim ubique eundem dimensionuin numerum constituant. 

Superficies denique tornatae seu rotundae mihi sunt, quae generantur 
conversione cuiuscunque curvae circa axem; qui axis si fuerit AX, posito .1; 
constante aequatio inter y ei 0 dabit circulum centri P, Quare aequatio pro 
iis banc babebit formam 


ch = Pdx — seu 0d0 + ydy = 0Pdx, 
ubi P0 ab x tantum pendet; seu est 

= et 

0 0 

existente X functione ipsius a;. 

Quemadmodum autem in his superficiebus tornatis omnes sectiones axi 
normales sunt circuli, ita tales superficies concipi possunt, qnarum sectiones 
axi normales sint curvae quaecunque -similes. Tales superficies omnes hac 
continebuntur proprietate general!, ut functio quaecunque ipsius x aequalis 
sit functioni eiusdem ubique dimensionum ipsarum y q\, 0 numeri. TJt si iste 
dimensionum numerus fuerit n, aequationis Pdx = Edz -|- Qdy pro ea baec 
erit proprietas, ut sit 

BzA-Qy^n fPdx vel Edz + Qdy = + 

Bx quo, an data aequatio sit ad huiusmodi superficiem, statim concludi potest. 


i) Vide notam p. 44. 


P. St. 
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PROPOSITIO 91 

PROBLEMA 

833, In superficie quacimqtic data Imea/tn determinare, quani corpus in e« 
inoUiin et a mdlis potentiis solUciiatnm descrihit tarn in vacuo quani in medio quo- 
ciinque resistmte. 

SOLBTIO 

Quia corpus a nullis potentiis absolutis sollicitari ponituv, linoa ab eo 
in supevficie descripta erit linea brevissima in vacuo {§ 62). Medii autem 
resistentis vis celeritatem corporis tantnm imminuit neque directionem ullo 
modo affleit; qiiare etiam in medio resistonte via a covpore in quavis super- 
ficie descripta erit pariter brevissima. Manentibus igitur ut ante AP = x, 
PQ~y et QM = g (Pig, 91, p. 417) ait -p Qdy aeqnatio superficiei 

naturam exprimens atque Mni, nip duo lineae brevissimae cuiuspiam ele- 
menla. Ex his supra pro linea brevissima inventa ost haec aeqnatio 

Pdaddy -b dxddy = Pdyddn — Qdxdde 

(§ 69), unde oritur 

,7 „ (Pdg + dx) iUy 

CM 4— 

At aequatio ad superJiciera differeutiata dab 

ddiif = dPdx + Qddy + dQdy, 

ex quibus coniunctis fit 

, 7 j,._iPdy—Qdx){dPdsfi-dQdy) _{Pd 0 -\-dx){dPdx + dQdiJ) 

day- -- cictis- ■ Q^y 

Dato ergo elemento Mm sequens nip in linea brevissima invenietur; erit enim 

71^ PQ ~\-2dy ddy et QM -j- 

et ipsarum ddy et ddn valores sunt inventi. Quare hinc sequentia cuiusque 
elementi positio determinatur atque ipsius lineae brevissimae natura per 
quameunque eius proiectionem cognoscitur. Q. E, 1. 

Lkojuiaiidi Eulkui Opera omnia II a Mechanica 


64 
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COROLLARroM 1 

834. Si ill aeqnatioiie pro superficie P Qi Q tantum per x et y clantnr, 
aequafcio 

{Pdrj-Qdx){dPAx-VdQdy) 

dx(l+P^+Q^) 

proiectionein liiieae brevissimae in piano APQ denotai 


COROLLARIUM 2 


835. Pro linea ergo brevissima Mm/^ sumtis elementis axis aequali- 
bus erit 


atque 


no — II 4- ifhi 4- gda;) (dPdx j-dQdy ) 

nQ — y + Z(iy+ dx(i + P^+Q^) 

I 0,7- I (Pd0+dx)(dPdx + dQdy) 


ex quibiis aeqnationibns pimctum p ex duobus praececlentibns M et m co- 
gnoscitur. 


COROLLARIUM 3 

836. Quia pro linea brevissima angulns BMN evanescit (§ 71), incidet 
jB in N] positio ergo radii oscnli ita se habebit, ut sit = a; + et 

XJl = — Qis — y. Longifciulo vero radii oscnli erit [§ 73J 

= — + dif + dg^) 1/(1 + PH Q^) 

dPdx-\-dQdy 


COROLLARIUM 4 

837. Planum vero IMM, in quo sita sunt elementa lineae brevi|Ssimae 
Mmjii, ita determinabitur, ut sit 


et 


JT — ^ I y(d«i + Pdg)~g(Pdy~Qdx) 

ATr^ .. I KPdy-Qdx) + x{dy-\-Qdg) 

dx + Pdg ■ 
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Tan gens vero anguli, quom planum IMB cum piano AJPQ constituit, erit 

^/{{(Ix -(- JPiUf -f- (<^!/ 4- 
Pdy-Qdx 

Huiusque anguli secans est 


seu CO sinus 


Pdy— Qdx 
Pdy ~ Qdx 

]/(l + P d0^] ' 


EXEMPLUM 1 


B38. Sit superficies cylindvica quaecunqne axem liabens AP‘, exprimetur 
eius natura hac aequatione dg = Qdy evanescente P in general! aequatione 
dg ~ Pdx + Qdy. Quare pro proiectione lineae breviashnae huius superficiei 
in piano APQ habebitur ob P==() ot fZP«=»0 haec aequatio 


sen 


ddy == 


- QdQdij 
~i + 


I -0^=1 y{X 4- Q^) efc ad(c = dij V(1 4- Q^), 


si qnidem Q tantum per y detur; at si Q per y et 0 detm'f variabilis 0 est 
eliminanda ope aequationis dg = Qdy. Uti in cylindro circulavi, in quo est 
+ 2/* = erit 


Quare erit 


g «=: l/(a* — if) et 




—y 

y{a^~if) 


adx = 


achj 

y{a^~~f) 


In genere autem J'dyy{l-{- Q^) exprimit arcum aectionis ad axem AP nor- 
malis; quare dicto boc arcu =*s erit aa/==5. Ex quo iutelligitur, si talis 
superficies in planum explicetur, fore lineam brevissimam rectam; uti 
constat. : ' 

64* 
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EXEMPLUM 2 

839. Sifc superficies proposita conica quacciinque veriicem habens in J; 
aequatio pro tali supeificie ita poterit adaptari, nt z aequetur fnnctioni nnins 
dimensioiiis ipsarum a; et y. Quare in aequatione dz = Tdx Qdy liUerao 
P et Q eruut functiones nulliiis dimensioiiis ipsarum x ot y. Hanc ob rem, 
uti iam alibi*) ostendi, erit 

— Pr 

j>x sen Q = -- - - ; 

nude fiet 

atque ’ " 

dFdx + d Ochi + PxAif-P ydxdy- yxd P dy ^ {ydx-xdy) {ydF~ Pdy) 

-r ^ J y» 1/ ' 

et tandem 

1 -j. p2 _j_ ^ 

Quibus substitntis erit 

^ Hydy + xdx)(yax~xdy) (ijdF — Pdfi) 
yd.'i!(y^ + PY + PV) 

Ponatur y aequabitur P fnnctioni cuidam ipsius p tantum, quia P ost 
functio nullius dimensionis ipsarum x et y. Erit voro 

dy ’^pdx -b xdp 
et 

ddy == xddp ^2dxdi ) - - ■\-xdx){pxdP~ Ppdx -Pxdn^x^dn 

q.py. j.pa) - ' ' 

^dpjyHx + yxdp + dx) (Ppdx + Pxdx ~ n xdP) 
pdisY + P^+Py) ' 

Ex qua aequatione quidem proiectio difficulter cognoscitur. Quomodo autem 
linea brevissima in tali superficie sit deteminanda, fiisius docui in Comment, 
in. p. 120.*) Oeterum idem de linea brevissima est notandum quod ante, 
scilicet quod ea m planum explicata superficie conica abcat in rectam. 


1) Vide notam p. 44, P. St. 

2) Vide notam p, 423. P. St, 
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SCHOLION 

840. Simili modo in determiuandis lineis brevissimis aupei' aliis auper- 
ficiei’um speciebus non hie immoror, qnia in citato loco hanc materiam plonius 
exposui. Pi'ogredior ergo ad investigationem linearum, qnae in superficie a 
coi*pore a quibuscunque potentiis sollicitato describuntur. Antea vero necesse 
eat, ut in effectiis cuinsque potentiae cui’atius inquirainus. 

DEFINITIO 4 

841. Vim prementem vocahhmis in scqnentibus earn vim normalem, earns di~ 
reclio est normalis ad ipsam super ficiem, in qiM corpiis moveiitr. 

COfiOLLARlUM 

842. Haec vis pvemena ergo vel anget vim cenfcrifngani vel minuli, prout 
ema directio directioni radii osculi lineao brevissimae vel contraria eat vel 
in earn incidit (§79). 

DEFINITIO 5 

843. Vim deflecleniem vocahmns in segtteniilnts earn vim normaletn, cuius 
directio est in plmo superficiem tangente et petpendienJaris in viam u corpora 
descriptem. 

COROLLABIUM 

844. Haec ergo vis corpus a linea brevissima, quam a nulMs potentiis 
sollicitatum describeret, deflectit et vel cia vel ultra earn clotrabit pro eius 
directione vel cis vel ultra tendente. 

PROPOSmO 92 

PROBLBMA 

845. Determinare effecium vis prementis in corpus supei' superficie quacunque 
motmn, quod praeterea a nullis potentiis solUcitatur. 

SOLUTIO 

Quia haec vis premens est normalis in superficiem ideoque eius directio 
MK (Pig. 91, p, 417), ea neque celeritatem neque directionem motus affieiet, 
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sed tota. in pressioiie superficiei consumetur; corpus igitur in eadem linea 
progredietur, in qua, si haec yis abesset, moveretur; quae autem est iinea 
brevissima in proposifcione praecedente determinata. Movebitur ergo corpus 
in linea cuius radios oscuU MO incidei in normalem superficiei MN, 

Sit ergo MN direetio huius potentiae prementis, quae propterea superficieni 
versus iuteriora secundum MN premet. Ponatur baec vis premens = M; 
prenietur ab ea superficies secundum MN vi = M. At si radius osculi MO 
in eandem plagam incidere ponatur, vis centrifuga vi prementi erit contraria 
eiusque effectum minuet. Cum autem Mm^i sit linea brevissima, est radius 
osculi [§ 73] 

-f (h/ + de^) 1/(1 + PH <8^) . 

dFdx + dQdy 

per quern si dividatur dupla altitude v celeritati in M debita, prodibit vis 
centrifuga. Hanc ob rem erit vis, qua superficies secundum MN premitur, 

2i}(dFax + dQdiJ} ^ 

^ (dic* + df + d«8) 1/(1 + PH Q^) * 

Positio tandem huius vis prementis per auperiora [§ 68] inveuta est 

AE=x-\~ Pg et EN=-~ Qg — y, 

demisso scilicet ex puncto N, in quo normalis MN piano APQ occurrit, ad 
axem perpendieulo NE. Q, E, I. 

COROLLABIUM 1 

846. Cum neque altera vis nonualis deflectens neque vis tangentialis 
iieque vis resistentiae, si quae adest, pressionem in superficiem afficiaut, per- 
spicitur, a quibuscunque potentiis corpus praeterea sollicitetur, pressionem 
semper tantam esse, quantaui hie assignavimus. 

COKOLLARIUM 2 

847. Quantumvis igitur via a corpore descripta a linea brevissima dis- 
crepet, tamen pressio in superficiem fit secundum normalem in superficiem 
seu secundum radium osculi lineae brevissimae, uou vero secundum ipsius 
curvae descriptae radium osculi, cuius longitude etiam ad pressionem non 
requiritur. 
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SOHOLION 

848. Ob banc causam eam radii osculi lineae brevissitnae formulam ad- 
iiibuimas, in qua differentialia aecuudi gradus non insnnt, ne is pendeat a 
poaitione dnorum elementorum Mm el m/u,, per qnae corpus reipsa inovelnr. 
Sed iste radius osculi ex unico elemenio Mm innotescere debet; si euim 
corpus propter vim deflectentem non lineam brevissimam describat, differen- 
tialia secundi gradus dUy et dch non ainplius in radium osculi lineae bre- 
vissiinae ingredi debont. 


PROPOSITIO 93 

PROBLBMA 

849. Vis tanyentialis, quae secmdim tanyentem MT (Fig. 92) corpus traliU, 
effeetwn in corptis in attperfide quactmque motum determinare. 

SOLUTIO 

Sit baec vis taugentialis = T corpusque per elementum Mm progrediaiur 
celeritate altitudini v debita; quia Imee vis motum dhninnib, erit 

dv = — - 2' • Mm = — TV {dx^ -)~ dy^ 4* 

manentibus iisdem denominationibus, quibus 
ante sumus usi. Praeterea vero liaec vis 
neque pressionem neque deviationem a linoa 
brevissima afflcit. Ad positionem vero di- 
roctionis huius vis inveniendanx producatur 
tangens MT, donee occurrat piano APQ 
in T; erit T punctum in elemento qQ producto. 

d8 : Y(clx^ -f dif) ^g:QT 

eritque 

dfs 

Bx T demittatur in axem perpendieulnni TP; ent 

y{d9f ~f dy^) \dx^qT\ PF\ 



Fiat ergo 
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quare liabetur 

PF = et AF = p--- . 

de dg 


Povro Ob dx’.dy ^ " J \y — FT erit 

Fr=,j-f, 

ex quo punctum T determiuatur. Q. E. I. 


COROLLAEIUM 

860. Cum resisteiitia ad vim tangentialem sit referenda, ex his intelli- 
gitur, quomodo resisteutiae effectus sit determinandus. Ut si fuerit resi- 
stentia — JR, erit 

dt; = - (r + ii) y{di»^ + dif + dm^). 


PEOPOSITIO 94 


PEOBLEMA 


851. Vis normalis deflectentis N e.ffectum in corpus simper super fide quacun- 
que moiwn determimre. 



SOLUTIO 

Positis ut ante AP^^co, PQ^y el 
QJM = g (Pig. 93) exprimatur superlicioi 
natura hac aequatione 

dg = Pdx Qdy 

et moveatur corpus celeritate altitudini v 
debita per elementum PIm', quo percurso, 
nisi vis deflectens adesset, progrederetur 
per elementum mp secundum lineam bre- 
vissimam foretque 


+ 2 £ii/ d- 


{Pdy~Q d«) (dPdx VdQdy) 
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et 


— ^ 1-0(7. I (^a: + Pd8){dedx + dQdy) 


(§ 835). lam accedat vis normalis deflectens K, quae directiouem habeat 
autrorsum. Haec ergo vis efflciefc, ut corpus descripto elemeuto Mm non 
per m/x incedat, sed ab hac directions antrorsum deflectat. Ponamus igitiir 
pergere per mv', erunt Mm et mv duo elementa curvae a corpore descriptae. 
Quare demisso ex v in planum APQ perpeudiculo vo erit 


na = y A- ddy et ay = 4! + 


Hinc ergo babebitur 


aq 


et 


{Pdy ~ Qdx) {dPdx + dQdy) 
dx{l + P* + <3») 


fiq — ya = 
Posito vero brevitatis ergo 


(d® -}- Pde) {dPdx -t d Qdy) 


— ddy 
dds. 


{Pdy~Qdx){dPdx + dQdy) {dx + Pdd)(dPdx+dQdy) _ 

dx(l-i-P»+Q^)'~~ ^ dx(l + P^+Q^) —ddi; 

iuvenietur radius osculi angulo elementari jiunv respondens [§ 72] 

^ {dx^ + dy^ + d0^)^ 

y({deddr] — deddy — dydd^ + dydde)^ + dx^{ddi)~ddyf + dx^iddl — dd#) 

Hie ergo si dicatur «= r, erit N=y seu 2-y = Nr, quia Me angulus eodem 
naodo geneiatur, quo corpus a vi normali in piano a linea recta deflectitur. 
Eat vero 

- dyddi 

A.tque loco ddr} et dd^ debitis valoribus substitutis fit 

{dx^ H- dy^ + 

’’ ” d,u.f - ■ 

Cum antem per aequationem di ~ Ndx + Q^V sit 

dPdx + d Qdy = dde — Qddy, 

Lbokhardi Euli3ri opera omnia II 2 Meolianica 


66 
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erit in snbsidium hac ipsa aequatione dz ~ Pdx + Qdy vocata 

• ^ — dUy(d.'e-\-Pdz) + (l(lz{Pdy~ Qdxj 

Hanc ob rem erit 

ddz{Pdy ~ Qclx) - ddy{dx + Pdz) -= + dtf + dzi^V{l + P' + <2'). 

Q. B. 1. 

SCHOLION 1 

852. Congruifc baec formula cum ea, quam supra (§ 79) pro effectu huius- 
modi vis deteimiuando invonimus. Differentia enim tantum est in signo lit- 
terae N, quara vim ibi negative accipiendam esse apparet. Atque hie etiam 
de signo non certi esse potuissemus, quia ex quantitate radix quadrata, quam 
hie extraximus, aeque potest ease negativa ac affirmativa. Hoc vero dubium, 
si calculus ad casum specialem accommodetur, statim tollitur, quia formula 
eiusmodi esse debet, ut punctum v cis fi caclat, si potentia N antrorsnm, ut 
posuimus, fuerit directa. Ex quo ope exempli etiam siguuin radicis quadratae 
determinavi atque hanc ipaam formulam inveni. 

COROLLARIUM 1 

853. Si vis deflectens N ovanescat, corpus motum suum in linea bre- 
vissima continuabit; id quod ipsa aequatio quoque indicat. Posito onim 
AT— 0 habebitur 

ddy(dx + Pdz) «= ddz{Pdy — Qdoi), 
quae aequatio est pro linea brevissima. 

OOROLLARIIJM 2 

854. Quaecunque ergo vis premens et vis tangentialis atque resistentia 
corpus in auperficie motum sollicitet, si modo nulla affuerit vis deflectens, 
corpus semper in linea brevissima movebitur. 

SCHOLION 2 

856. Quod autem ad positionem huius vis defleotentis N attinet, ea ex 
hoc deducetur, quod ea posita sit in piano tangents superficiem atque simul 
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Hil. iionntiliH curvao doscriptae; sit evgo MG (Fig. 94) eius directio et G 
luincliiui, in quo piano AFQ occuirit, ita ut vis N secundum MG trahere 
eoiiHcnidii ait, duin earn ante antroraum 
uvgoro ])<>0uiinu3. Primo ergo deter- 
ininui'i dobot iiitoraectio plani super- 
[leitun in M' taxigoniis cum piano APQ, 

{puiii hit rocta TVG) haec vero in- 
vcmiotuv, f)i duao tangentoa snperficiem 
lid ijlaunm. APQ nsqne producantur 
iiliiud pniuiba, in quibus in planum' 

A.PQ inoidmiit, linoa recta iungantur. 

8ili oi.’gu AI T Langons lineae descriptae, 

<[11 a pi’opLoroa suporliciem qnoque tan- 
got; orit, tit iarn invonimus, 



Fig. 94. 


Q 


(§ Hdb). PoxTO suporllcies secta intelligatur piano FQM sitque MV sectionis 
biiiua tungcns; exit 

QV^ 

i« aoiimitiono W*+ Qiv P°“to to-0. ^erEm'h j¥ 

(imioirciv I'OOta TV prodncta erit iutersectio ^ riano ocomrit, 
o,l.n pluno JFQ. Pimctom oi'go (J. iu quo iwto MG piano iU « ocou 

pOHitmn orlt in roota T7. Porro in recta IQ eumatar 

oritquo MS normalis in emnt in 

Ctttnr normalis SG, ex liac rec a o qnoque normalis in 

olomontam lito ^ »ta 5a Pune- 

olomontnm doscriptum, punc TF et SG. Est vero 

turn orgo a orit in intersectione rectarum TV et blr. 


PL 
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et ang. ISLG = SbUg. PQT. Ponatur GE~t] erit 

LS-Vi et 

dx dx 


Deinde etiam proptev triangula similia esi FP : FT -{■ PV= PE : GE — P V, 
hoc est 

sdx ^ £ ^ / 1 I 

(U ‘ Q clg dx ‘ Q 

Hine provenii 


_ sj dx-yP dB) _ 
qdx-Pdy 


GE et AE = x + 


^{dy + Qds) 
Qdx~ Pdy ’ 


unde punctum G determinatur. Si ergo ducatiu- recta QG, erit 


et 


atque ipsa 


^^3 g^idx + Pdef . 0\dy+Qd0y 
^ ~ {Qdx-Pdyy {Qdx-Pdyf 

^ „ gyidx^ -H <?«/* + + ds^il -h P* + (i‘)) 

■ ' Qdx-Fdy 

g(dx^+ H- P^+ <9^) 

Qdx-Pdy 


PROPOSITIO 95 

PROBLEMA 

856. Si corpm super s%vperficie motwn a quotcmque potentiis solUcitetur , de- 
finire vires normaks, prementem scilicet et deflectentem, atque vim tangentialem 
ex resckdione omnium ortmn. 


SOLTJTIO 

Quaecunque fiierint potentiae sollicitantes, eae ad tres reduci possuut, 
quarum directiones sint secundum tres coordinatas x, y, is. Sit nunc vis 
corpus in M (Pig, 92, p. 431) secundum parallelam abscissae PA trahens = E, 
vis secundum parallelam ipsi QP trahens = F et vis secundum MQ trahens 
= G, Singulae ergo hae vires resolvendae sunt in ternas, normal em pre- 
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mentem scilicet, normalem dellectentem ei tangentialem. Quia autem liae 
tres directioaes sunt inter so normales, ex qnaque ipsarum JL, F et G vires 
noi'uiales et tangentiales prodibunt, si illae ducantur in cosinum anguH, quem 
illariinx virium directiones cum istis constitnunt. 

Incipiamus a vi tangentiali, cuius directio est BIT, existente 


atque 


■■ 


dg 


or ^ tip') et MT^ ^ V{dx^ + d,/ + dg^ 

^ dg dz ’ 


Unde erit cosinus anguli QMT, quem directio vis O cum vi tangentiali con- 
stituit, 

^ QM dg 

“ MT ~ y{dx^ d' dif + ’ 

In quem si ducatur vis G, prodibit vis tangentialis ex ea orta 


Gdg 


\/(dx^ + di/ + dg^) 

Oosinus vero anguli, quem MT constituii cum diroctione vis F, quae est 
ipsi QF parallela, est 


= cos. FQT. sin. QM'r) = == - 


dij 


Yis ergo tangentialis ex F oHa est 


QT MT y(dx^+dif + dg^ 


Fdy 


y(dx^ -h dy^ + 

Oosinus porro anguli, quem directio vis F conatituit cum MT, est 

dx 

y{ax^~+df+^) 

ideoque vis tangentialis ex vi F orta 

Edx 

y{dx^-^dy^ + dg^‘ 


1 ) Editio prinoeps: fQM2\ vido iiotani p. 62 T. I. 


P. St. 
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Tam consideretur (Fig, 91, p. 417) vis premens, cuins directio est MN, 
exiatente 

AS =‘SO-\-S0 et HN =^~y—Q8 
seu 

et QP^EN^—Q0. 

Ex quo erit 

QN^ 0 V{P^+ Q^) et JfJV=^y(l + P=+ <3')- 

Anguli ergo, quern directio 2 )otentiae G cum MN constituit, cosinus est 

MQ 1 

Nm"^ -]/(! + P^+ (3^) 

ideoque vis premens ex G orta 

G 

]/(i + F+<3^)’ 

Porro anguli, quern directio vis F, quae est parallela ipsi QP, cum M N 
constituit, cosinus est 

== cos. PQN. sin. QMS) = 

^ ^ ’ qN-MN ]/(l + F+<2') 

Ergo vis premens ex vi F orta est 

FQ 


l/(l + P> + <?*“) 

Atque simili modo (Pig. 94, p. 435) vis promens ex vi F orta est 

^ 

“ /(!+> + (3»)' 

Denique cum vis deflectentis directio sit MG atque 

Qdx — Pdy ^ Qdx--Pdy 

erit anguli, quern MG cum direotione vis G constituit, cosinus 

^ Qdx—Pdy 

(,dx» +dtf + + P8 -I- ^s) ’ 


l) Editio princeps; fQMN. 


P. St. 
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quare vis deflectens ex vi G orta eat 

^ G{Qda:~ Fdy) 

• {da^ + dy^ + + PH <2®) 

Pori'o anguli, quern 31 G cum directione vis F constituit, cosinus est 

PQ-\-EG daj'l'Pdjs 

MG {dx^ + dy^ + d0^)^y{l + PH ’ 

quamobrem vis deflectens ex vi F orta est 

F{dx-^P dz) 

{dx^ + dy^ -h de^fy{l + PH <2') 

Denique anguli, quern directio vis F cum 3£G constituit, cosinus est 

^ —PB —-dy — ^ds 

MG (d®* 4- dj/H d;f»)^l/(l + PH Q^) 

Vis ergo deflectens ex vi B orta eat 


— P(dy-(- Qde) ^ 

{dx^ + dy^ + d/ef*)^l/(l + P* + ^*) 


Cum autem ante vim tangentialem vocaverimus T, vim prenieutem =» Jf et 
vim deflectentem = N, ad lias vires tres propositas E, F et G reduximus; 
erit namque 

y_ Fdx + Fdy+Qde 
■|/(da!® + dy’‘ + da*) 
et 


atque 


Q. E. I. 


-EF~FQ-\-a 
y(i d* p* -p Q*) 

— E{dy-\- Q d0)'{-F{dX'\-Pdg) + G{Qdx — Pdy) 
(dx^ -f- di/ + + P* + Q*) 


COROLLARIUM 1 

857. Si igitur corpus a tribus poteutiis M, F Qt G sollicitetur, erit 
posito V pro altitudine debita ceieritati in, ilf 
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— Edx — Fdy — Gds 

(§ 849), si loco T ponatm’ vis tangentialis ex resoluiione potentiarum M, JP 
et G orta. 

COROLLARIUM 2 

858. Si praotorea corpus in medio resistento moveatur atque resistentia 
in M fuerit = B, eiit [§ 850] 

dv~ — Edx — Fdy — Gds — -{-dif ^ dz^ 

OOEOLTARIUM 3 

859. Si in aequatione § 851 inventa, in qua effectus vis deflectentis 
est determinatus, loco JV substituaiur vis deflectens ex resoluiione virium 
E, F G orfca, prodibit 

2vddz(Fdy—Qdx) — ‘2vd dij{dx + Fdz) 
dx^ + di/ dz^ 

= — E(dy Qde)~\- F{dx + Fdz) — G{Fdy — Qdoi). 
COROLLARIUM 4 

860. Si ergo ex istis duabus aequationibus confletur una eliminanda v, 
prodibii aeqnaiio, quae cum locali ad superfieiem dz = Fdx + Qdy coniuncia 
determinabii viam a corpore in superficie descriptam, 

OOROLLARIUM 5 

861. Yis autem,’ qua superficies secundum normalem in earn premitur, 
tarn ex vi normal! premente M quara ex vi cenirifuga orta est 

= (fi-EF~ F Q){dx^ 4 - dxf + dz^ + 2 «(dPd® + d_qdy) 

{dx^ + di/H d«*)l/(l + (2“)' 

(§ 846) substitute loco M valore invento. 

COROLLARIUM 6 

862. Eat vero ex aequatione corollario 3 inventa 

51 ^, ^ {dx' + dy'^ + dz^ WyF Qdz) - F{d x + Fdz) + G{Fdy - Qdx)) 
~dd0(Fdy-qdx)-\-ddy{dx-{-Fdz) ' ' 
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quo valore ibi subsUtuto prodibii tota pressio 

{ CriJxddy — Fdxdd»^ Edydde — Edgdihj)y{\ + + Q’) 

ddg{Pdy~Qdx) — ddy{dx-\-Edg) 

SCHOLION 

863, Quia tros potentlae E, F, G directiones habeat invicem normales, 
ovil( potontia iis aequivalens = /(E® + ^*4- His vero tribus viribus 
aoi{uivaloi’G invenimua tres M, N et T, quarum directiones sunt quoque in- 
vicom iiormalea; quaro istis tribus aequivalens vis erit = /{JtH + 4 P^). 

Quamobrein, si loco M, JV ot P substituantur valores inventi ex E, F et G, 
prodire dobot quoquo V{E^ -\- (?=); id quod calculo iustituto re ipsa se 
hiiboro dopi’ohondotur, Insorvit autem hoc instar probationis, utrum. calculus 
prolixns, quo haec rosolutio est absoluta, recte fuerit institutus, an vero 
HOCUS. Hac voro probaiione instituta reperientur se hae formulae recte habere. 


PROPOSITIO 96 

PROBLEMS 

864. In hypothesi gravitatis tmifomis et deorst^n directae g deteminare 
Ihmm, gumi mpus super quamngue super fide proieckm in vacuo descrihit. 


SOLUTIO 

Sit APQ (Pig. 92, p. 431) planum horkontale et M punctum tarn in 
suporlicio data quam in linea a corpore descripta. Erit ergo verticalis et 
propteroa diroctio vis gravitatis g. Positis AP^x, ® 

atquo aeqnationo superficiei naturam exprimente dg^^PdxA- Qdy sit celeut 
ill M, qua elomentum Mm percunitur, debita altitudini v. Cum ig^ 
probloma hoc sit casus praecedentis, fit enim ^=={ 7 , H-0 e ' , 

habobuntur hae duao aequationes 


(§ 857) atque 

ivdd^iPdy - Cto) - Mdy{dx + Pdi) + g{My - e^*)(«+ <'•/+ *’) " “ 

Ubokiiabdi Eulbbi Opera ojnnia Us Meohamoa 
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[§ 859], Sit porro aititudo debita celeritati, qiiam corpus habiturum esset, si 
in planum horizontale APQ perveniret^ =h\ erit 

V == i — ga. 

Per alteram vero aequationem eat 

o , ^ gjPdij— ( 3da;)(da;H dy^ + dg^)_ _ 
ddy{dx -|- Fdg)—dde{J?dy — Qdx) 

Unde erit 

dv dgddg{Fdy— Qdx) — dz ddyjdx + P dd) 

* {Pdy—Qdx)(dx^ + di/ + dg’^) 

Quae aequatio ope aequationis dg = Pdx + Qdy transmutatur iu hanc 

di) _ dyddy + deddg Pddy 

dx^+dy^^dg^ Pdy—Qdx* 

quae integrata dat 

In quovis ergo caau speciali invesligari debet, an 

Pddy 

Pdy— Qdx 


integi'ationem admittat. Quod si coutigerit, habebiiur v in differentialibus 
primi gradus; atque cum sit v = & — ge, orietur aequatio differentialis primi 
gradus curvae descriptae natiiram exprhnons. Pressio vero in suporftciem 
secundum normalera erit 

= gda!ddy')/(l + P^ H-<g°) 

ddg{Pdy — Qdx) — ddy{dx -f Pdg) ’ 

quae sublatis diflferentialibus secundi gradus [§ 861] abit in hanc 


— y ^Q>—gg){dP dx + d Qdy) 

1/(1 + P> + <3“) (<?»« + dy^ + d«*yi7(r+P>+ (3>) 

Q. E. I. 


COaOLLARlUM 1 


865. Celeritas ergo corporis in hypothesi gravitatis uniformis g et deor- 
sum directae in superflcie quacunque moti ex sola altitudine cognosci potest, 
omnino ut si corpus in eodem piano moveretur. 
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COEOLLARIUM 2 

866. Si tempusculum, quo elemenium Mm abaolTitur, ponatur dt, erit 

Yv 

Per aeqliationem ergo iuventam erit 


Idt ■■ 


. C-lMy 

J Pdy~ 


Pdy~Qdx 


atque 


ddt Vddy 

dt Pdy— Q^x 


oorollaeium: 3 

867. Ex inveutis aequationibus reperietur 

,, g{Pdy-~Qdx){dx^-{- di/-\-dfs^) idPdx-]rdQdy)(Pdy — Qdx) 

““2' Ux{h-gej{l~\-P^-^Q^) ' ‘ (1 + P*+ 

atque 

gQ{Pdy — Qdx){dx^-\-dy'^-^d8^) , idPdx->tdQdtJ)idx-]-Pdi}) 

Hint erit 

gP{Pdy-qdx)(dx^-\-dif-\rdB^) {dPdx + dqdy){dy-\- Qdg) 
aMdy — dymg - ^ ~^^)(i + pa+ qs) i + P' + Q^ 

Ourvae vero descriptae radius osouli erit 

^ 2 {dx^ + di/ + d 0 ^) (h ~ ge) ]/(l + PH 

y(g^{Pdy — qdx)*(,dx'‘ +• dy^ + de*) +• 4(J» ~ gefidPdx + d<3%)*) 

SCHOLION 

868. Harum formularura usura in casibus particularibus, quibus certa 
quaedam species superflcierum consideratur, in sequentibus problematis fusius 
exponemus, quibus singularium sux> 0 rficieruni exompla adiungemus. 


PROPOSITIO 97 

PROBLEMA. 

869. In hjpothesi gravitatis tmiformis deot'sum tendentis g determinare mohm 
corporis m aitperficie cuiuscmgue cylindri, ouius mis sU veriicalis. 

SOLUTIO 

Quia axis cylindri ponitur verticalis, erunt omnes sectioues horizontales 

inter se aequales; sit igitur ABQO (Fig. 95, p. 444) basis cylindri, in cuius 

66 * 
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superficie movetur corpiis. Ponatur AF—x, FQ = y sitque z corporis alii- 
tiido super puncto Q in superficie cylindri. Natura ergo huius superficiei 

cyliudricae liac exprimeiur aequatione 0 = Fdx -f Qdy 
seu Qdy == — Fdx. Haec autem aequatio orietur ex 
generali dz = Fdx Qdy, si P et. Q fiant quantitates 
infinite magnae, seu evanescente coefficiente ipsius dz, 
si quern assumsissemus. Quaniobrem in aequationibus 
ante inventis P et Q quasi quantitates infinite magnae 
considerari debent, etiamsi sint finitae magnitndinis. 
Erunt autem P et ^ functiones ipsarum x ei y tan- 
tum neque in iis inerit z. His ergo in calculum deductis babebitur 

V — h — gz 


p 

Fig. 96. 


atque 


= 9(Pdy - Qdx){dx^-\ - dff+dz^) ^ g^x^ + dll%dx^+df±dj^) 
Fdzddy — Pdydds -{- Qdxddz dt/dzddy—difddz—dx^ddz 


propter analogiam F:Q = dy: — dx. At posterior aequatio logaritbmica erit 
Iv - -f df -^dz^)-2f - l{dx^ 4- dy^ + dz^) - l{dx^ + df) + Ic. 


V 

c 


Unde fit 


Hine oritur 


seu 


cuius integralis est 


dx^ -|- dy^ + i—gz 

dx^ + dy^ c 


= 1 -|- 


da^ + dy^ 


(b — c — gz) (dx^ -f dy^) =« cdz^ 

V{d^ + i,j’) - - / ■ *> . 

y{h~e-gz) 

fy{dx? + df) = - 


ubi f')/{dx^ 4“ dy^ denotat arcum basis BQG motu horizontali percursum. 
Si tempusculum, quo elementum Mm absolvitur, ponatur dt, erit 


dt ~ dJ -f d/ aifiue tidt = V {dx^ 4- dy^) *) 


1) Editio prinoeps: — Correxit P. St. 

2) Ex aequatione ~ — sequitur constantera a ease = Vo. P. St. 
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poiToque 

(xt=J^y [dx^ -f dy). 


Quare tempora eruni proportionalia arcubus in basi respondentibua. 
Aequatio aulem 

/ V{dx^ -{■ d ^) = - 


dabit aeqnationem pro curva in auperlicie cylindrica descripta, si haec super- 
ficiea in planum concipiatur explicata; denotabit enim tum J y{dX’^ -f- cly^ 
abscissam in axe borizontali et 0 apijlicatam vorticalem. Proiectionem voro 
curvae descriptae in piano verticali planum liorizontale iuxta AC secante 
babebimiis, si ope aeqiiationis Pdx Qdy 0 eliminetur ij, ut prodeafc 
aequatio inter x et 0 , quae erunt coordinatae Imius proiectionis. Scilicet ob 


dy = erit 


<? 


y(dx‘-\-dif) = ^-y{F^AQ^) 

+ Q^) __ 2yc(b — e — g0) 


ideoque 


JdxyjP' 


nbi in P et <9 loco y eins valor in x debot substitui. 

Pressio vero, quam superflcios sustinebit, a sola vi centrifuga oriefcur 
propter potentiam g in ipsa superficie sitam oritque 

2(b~g0)(dPdxA tlQdy)^ 

~~ d f + d0^) y{P^ + 


qua vi corpus ab axe cylindri rccedore conabitur, si haec oxpressio fuerit 
afflrmativa. Q. E. I. 


COROLLARIUM 1 

870. Curva ergo, quam corpus in superficie cylindri describit, si super- 
ficies in planum explicetur, abibit in parabolam, ipsam scilicet proiectoriam, 
quam corpus proiectum in piano verticali doscriberet. 

COROLLARIUM 2 

871. Si motus corporis super superficie cylindrica compositus conside- 
retur ex motu verticali, quod vel sursum vel deorsum progreditur, et ex 
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horizoutali, erit inotiis liorizontalis aequabilis, quia tempora i proportionalia 
sunt JV (da? d'if), i. e. ai*cubus liorizontali motu percursis. Motus vero 
verticals erit vel aequabiliter acceleratus vel retardatus. 

COROLLAEITJM 3 

872. Si ergo motus horizontalis evanescit, corpus recta vel ascendet 
vel descendet, omnino ac si libere ascenderet vel descenderet. Hicque casus 
prodit, si fuerit c = 0, quo ^ (da? dif) evanescit. 

EXBMPLUM 

873. Sit basis cylindri crrculus, cuius quadrans BQG et radius AB=^a\ 

erit et ajd® + = 0. Fiet ergo B=x et Q = y = V{a ? — 

Proiectio vero lineae in superflcie cylindrica hac descriptae in piano vertical! 
Q% AG erecto exprimetur aequatione 

/ adx ^'^cib — c — gg) 

y{a^ — x^) g 

Si ergo fuei-it e •= 0, ftet da? = 0 atque co = constant!; quare hoc casu pro- 
iectio erit linea recta. Ourva vero, quae est proiectio pro quocunque ipsius 
c valore, ope rectiflcationis circuli construetur. Pressio autem, quam supor- 
flcies cylindri sustinet, est 

^ ^{h—gg){dx^-\-dy'^) ^ 

^ (da? -h + dg^ a a 

propter aequationem 

dx^-\-dy*?-dg^ ^ h—gg 
dx^ + dy^ 0 * 

Quare pressio ubique erit constans et ipsi c proportionalia. 

COEOLLAEIUM 4 

874. Propter eandem aequationem erit generaliter pressio, quam cylinder 
quicunque sustinet, 

ie(dPdx + dQdy) _ 2Q^e(dPdx + dQdy) 2Qc(QdF—-PdQ) 

idx*Ady^)y(F*+Q^) dx{P^+Q^)i 
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SOHOLION 

H7r). NToii solum aiitem ope resolutionis motus super superficie cylindrica 
on'olii (loi’pcn'is motus facile potest dcterminari, sed etiam, si cylindri axis 
fuei'it liori/umittlis, eadom facilitate motus corporis cogjioscetur. Naiiujue si 
corjHiB lujn habeat motiun horizontalem iuxta axem cylindri, corpus perpetuo 
in oa<lcin cyliudri sectioue permauebit in eaque movebitur tanquam super 
linoa data. Sin vero accedat motus horizontalis, is perpetuo idem manebit 
aUnrum motnm perturbabit; atque his motibus couiungendis verus 
corporin rnobuH facile cognoacotur. 


PROPOSITIO 98 

PEOBLEMA. 

87G- Si corpus moveatur in st^erficie solidi rottindi, cuius axis est miicalis 
yLJj (I'Mg. 06), in vacuo a gravitate mifomi g soUidtatum, detemmre niotum 
coi'jioris stt 2 )cr huiusmodi svperfide. 


SOLBTIO 

(Imiorotur soliduin rotundum coiiversioiie curvae AM circa axem verti- 
(laloin A.L) onmt omnes eius seciiones horizontales circuU, quorum radii sunt 
appllcabao curvao AM. A.equaUo ergo naturam 
liuius aviioorftcioi oxprimons erit 

, xdx+ydy 

d<Jnotaiito Z fimctionem quamcunque ipsius 
orit ouim 

Si GVKO detur aequatio pro curva AM inter 

ot LM-V2fzi., Witav wue Z. prae« 



Fig. 96. 
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qui valores si substituantur, habebuntur dime sequentes aequationes, ex qui- 
bus tarn curva descripta quam motus super ea cognoscetur 


atque 


v = h—gg 


dy^-\-dg^)—2j — ‘2l(xdii — </da;) + const. 


Quare erit 


V «= 


<^{dx^+df+ch^) _j 
^(xdy-giixy 


Ponatur = w'; erit u fuuctio quaedain ipsius g, nempe 

u^ = 2fZdg, 

atque superior aequatio abiljit in banc 

V(dx^ 4- dii^) = _ 

]/(»*(& — ^4f)—C®) 

Proiectio vero in piano borizontali per aequationem inter x et y habebitur, 
si ex aequatione y^ ^2j'Zdg valor ipsius g m x Bi y substituatnr; 
huiusque proiectionis arcus est J piano autem verticali 
habebitur proiectio eleminanda y, quo facto prodit aequatio 


tidx—xdu q / du^ 4 dg^ 

ol/e(w®— a;*) ^ u^(b—gg)~c^' 

quae aequatio, si per u dividatur, eonstructionem admittit. Pressio vero, 
quam superficies sustinet axem versus, erit 


— gZ 2c^Z{dx^ + dy^)--2c^dZ(xdx-\-y dy) 

]/(«» + y* + Z^) Z{xdy - ydxY l/(i8« + Z^) 

Q. E. I, 


OOEOLLAEIUM 1 

877. Si tempusculum, quo elementum Mm absolvitur, ponatur dt, erit 



489 — 490 ] 


DE MOTU PUNCTt SUPER DATA SUPEEPIOIE 


449 


cuiiia integralis est 


adt == xdy — ydx. *) 


Ipsum evgo tempus erii ut 

xy — 2 1 ydx 

denotante f ydx aream proiectionis in piano liorizontali. 


COROLLABIUM 2 

878. Si corpus in proiectione in piano horizontali mover! concipiatur, 
erit celeritas eius in Q debita altitudini 

c“(da:® + dy ^) , 

{ydx — xdyy^ 

ex quo motu in proiectione ipse motus in superftcie invenietur. 


COBOLLARIUM 3 


879. Sit igitur BQG (Fig. 97) proieclio curvae in piano horizontali, in 
c^ua moveatur corpus, ita ut motus eius respondeat motui corporis in super- 
fieie ipsa; erit tempus, quo arcus BQ absolvitur, ut 


xy 

'2 



sen negative ut 



i. e. ut area BAQ ducto radio AQ. 



COROLLARIUM 4 

880. Areae autem BAQ elementum est 

ydx — xdy 
2 

l) Ex aequatione § 876 ^ saquitur constantem a esso =eyc, P. Si. 

TiKOKiunDi Euleri opera omnia II 2 Mechitnica 


57 
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Ducta ei'go tangente QT et demisso in earn ex A perpendicnlo AT erit 

jiT= ~ 

Y{dx^ + df) 

Quare altitude celeritati in Q debita est 


posito AT=^p, 


~ Jya “ pi 

OOEOLLARIUM 5 


881. Corpus ergo in j)roiectione niotum perinde in ea movebitur, ac si 
libere moveretur attraetum vi quadam centripeta ad centrum A [T. 1 § 587J. 


OOEOLLARIUM 6 

882. Respondeat puiictuin B motus in superfleie facti initio, et cum 
detur directip prima motus in superficie, dabitur perpendiculum in tangentem 
in J3. Sit ergo AB — fet pDerpendiculum in tangentem == ft; erit altitudo 
celeritati in B debita 


COROLLARIUM 7 

883. Vis ergo centripeta versus A tendons, quae faciet, ut corpus in 
proiectione O' libere moveatur, erit 

2e^dp 

p^du 

posito u pro Aequatio vero inter u q\> g exprimet naturam cur- 

vae, cuius conversioue genita est superficies proposita, ideoque datur. 


884. Est porro 

df) 


COROLLARIUM 8 


udu 
l/(w* -p^ 


et ydx — xdy = --- 


pudxi 


Y{u^~p^) 



I DE MOTU PP HOTI SUPER DA TA SUPERPICJE .j.y 

Hi viilorofl, 91 in aequatione inventa sulistikantm-, dabvnit 
o\W + cW ^ cYch^ == (6 

g V(dw» + (?g8) 

c^de’‘-\-u^du^{h~gzy 

COROLLARIUM 9 
885. T'TuiuR orgo qviantitatis 

4- «*dw* (J)~ge) 

4 - 

<li(VoroiiUalo pov du divisum dabit vim cenkipetam in A requisitam, ut corpus 
in proioctumo liQC moveatur libere, inotu respondente motui corporis in 
Hiiporficio. 

COROLLAKTOM 10 

8B(), Si c «=• 0, fiol quoquo ^ = 0, Quare boc casu proiecbio in piano 
linrivioniali oril rocba per A transiens, super qua corpus ad A accedens ita 
atibrahoinr, nb sii vis contripeta 

1 j —d\i^(b—gs) 
d«”' dn^-Vde^ 

COROLLARITJM 11 

887. Si corporis dirociio prima fuerit borizontalis, tangens in JB ad 
orit norinalis ideoquo }i == f. Hoc vero casu celeritas in superficie aequalis 
orii celeritaii in proiectione; quare si fuerit i valor ipsius g, si est 

orit 

e* 

OOROLLAR- 

888. Si praeterea vis centripeta 
ciu'va JBQG erit oirculus et propter 
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descripta atque motus tarn in superiicie quam in proiectione aequabilis. Sit, 
ubi est M = /■ et ^ dz = mlu\ erit ob j? = /" et ?{ = /" et 4? = e in casu, 
quo circulus clescribitur, 

gmf}) 


COEOLLAEIUM 13 

889. Si ponatiir nil nt peripheria ad diametrum, erit circuli noatri 
peripberia =2nf, quae divisa per celeritatem i. e, ■)/-|'^, dat temp us 
unms period! in circulo, quod ergo erit 

_ 23g]/2/’ 

Ygm 

Pendulum ergo integras oscillationes his periodis isochronas absolvens erit 
in eadem gravitatis hypothesi. 

COEOLLAEIUM 14 

890. In superficie ergo, quae generatin' conversione curvae AM (Fig. 96, 
p. 447) circa axem verticalcm AL, corpus proiectum circulum radii LM 
describere potest eodem tempore, quo pendulum longitudinis =» snbnormali 
LS integram oscillationem absolvit. 

COEOLLAEIUM 16 

891. Si ergo curva AM fuerit parabola, omnes periodi per circulos 
horizontales in conoide parabolica nequalibus absolventur temporibus; atquo 
penduli iisdem temporibus oscillationes integras peragentis longitudo aequa- 
bitur dimidiae parti parametri. 


SCHOLION 1 

892. Quaecunque assumatur curva AM, si vis centripeta motus in pro- 
iectione versus A ex data formula definiatur eaque aequalis ponatur vi centri- 
fugae atque coniungatur cum aequatione = prodibit 


1) Vide demonstrationem § 892 datam. 


P. St. 



•lo;)— dn-ri be motu ttincti super bata sdperpicik j.M! 

hoc oiiiin CtiHu iaiu proiectio erit circulus quam ipsa cui’va in suportitii^ 
duHoriplia. Quo vovo hoc melius appareat, ponatuv (lz = qilii pruvoiiiclquc 
I § 884 1 viti coiiiripeta 

_ 2qdq( hu^ — ( fzw‘ — c^) 2c^(/ + gqu^ 

+ 2 *)* ' «*{1 + 3 *)”’ 

Tam ponaiur u^f, ^<=1 ot hf^^gf^i-^c* atque q^m] erit vis centripota 

~~f (! + »»*) ’ 

ao(iiialifl post La vi centiifugae ^ clat 

2c* = gwf\ 


EXEMPLUM 

893. Sit) aupoificios conica circularis seu AM (Fig. 96, p. 447 et Fig.97, p.44Dj 
Unea vocLa uLcunque incliiiaLa ad axem.41-; quare erit 4 f = »iw et dz’^mdu. 
Vis orgo coniripeta ad A tendens, quae faciet, ut corpus libere in proiectione 

HOC movoatiir, orifc 

llao(5 orgo vis orit composita ex vi constante et vi reciproce cubis diskn 
Uarum t conlvo ^ pvopo,.tiona.i. Si c-O, tu._p.o.«t.o en hnea recia 
por A iransions atque vis contripeta erit sive cons an . . 

moi,u aciuaMlite. a»el«ato ad ^ acoedet; 
conica congruet cum descensu vel ascensu super recta mclnata entquc 
pX acceteuta Sia autam p»iecao taerit cu^haea et tan- 

gens in ./i normalis ad AB, ent i — mf atque 


h — ginf' 


r 


posilo AB^^^f. Erit ergo hoc casu 


'T 


b = 72 


atque si corpus in 


in ciroalo horizontali revolvitav, erit tanper 
2c^==gmf. 
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'J’OMUa Ar/l’l'lH OAl'UT IV S Hi>:t him; 


I ’iii i .I'.ir. 


Quo Dvgo hofi iicciduiL, dobnli (Who oiddnliiM ('(it’iMM’iH il(il)il.ii. iillil.ndini 

n** <imf 

/■» ' ’ a 


Al,(iuo poi'iodi in luKi oiroailo iimlinn iil)n(dvniilur b'lniMirilni!!, 
loiigiludiiiis inliOgriio ofKiilliU-ioiH’H. At; hi non rntn'il> 'dc' 
l,anioii 




r 


t 


(|uil)iiM pnndnli 
vt'riiiii 


(Mirva hahobil) ((iiidnin in />’ |.iingnid.t'in iid /( /»' ntinniilinn, n('d iindcc.lii) 
liaoc- non orili cii'CiiluH. Al> h! 2('“ |ii‘iixiino ii('i|unlo rimiil. ipni '‘nrvu, 

(liio<iuo a oivoulo inm miill.iiin dinc.i'i'piibil.; Inilnddl. nnl.oin iib'dilnii vai'iiin, in 
(piibiiH IjangoiiH ad radium ohI. |Ha'pi'ndicuiariH. llnimin nlwidiim mto pindMn 
]>or propoHiUonoin ill libri pnmccdtMil/iK didorminalnr. (bninium I'liim vin 
c.onU'ipol'-a ohL 

a <?”»»“ I //mim" 

«"(! I Hl“) 


Hi luuMi coniparoliur oimi ilia, vi (anilripolii 




till //--•« (M'ii 


/» 


arV-l //HI a" 
I 1 wi* 


al(|ti(i 


dP ! 1 //))ih'(/h 
/' a I iiimP 



a i»i ' i i/m’ _ 
H//»’ 


idtuMpio poHib) n 
angiilo 


>f (liHbiliili <piiM(Uo liiMMi ubHitliiin a piiU'i't'dimto aladdn 



aw/c" ) If/* 


grad. 


Quoniam aiifcoin proximo ohI; 2/:" >-»- iimf’*, orit uiiguluH ininr duuH alatiilnM 
inl.(U'CO))Uift «■ * gradmun. (!uni orgo ^ * Hoiupfr hi! maiuH 

((uam jj , orib angiihtH jnbu' diiuH uliHidon iiiloiroptuM inainr ipniju iMirbri'. 


MdllOldON 2 

HOd, IfJxonipliim auja'rfloioi Hplaun'it'iu' Ido mm udinitgo, aod tmilua nupor 
oa dotorininafcioni Hocjuonliom propoHilioiit'iu dchlitio, tpdu lan*o mulnria parli" 
cnlari portvactaliono cat digua> Hi nidin poinluluin mm Hi*ntmbnii plauum 
vorfcicalo inipollitur, tuiu corptiH in aupovlloic’ Hplnionu' lutivobilur id vot rir" 
culos doBcribofc vol aliao curvaa min puriun ologanloH, (iiU'imniimNlum ouivin 
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iim hiMliliK'nIi iunoli'ncol,. (liiHiw qiiidom, quo peudulum circulos 
il, !i < t'l. loll. Hr.ifNuiii.iiKi ii) Ao|i, Ijipf). A. 1715 iani est oxpositus sub 
(ihiln (uihimtlurii') A!, hi (iiirvu non fufirii circiilus, nemo, quantura 

•u'iii. tmui- iituitliili mot.iiiu vol r.ouHidoriivil, vfil doLonninavii.^) 

DMItMNITlO 0 

fdili. .l/itAiN /iirliiutiforiua vtu-.alur pmhtU mm in piano verticali in^nilsi motus. 
lltH lU'ui junidulnni non in nmlnm piano vorUcali inovoiui*, sed curvam 

tlinmdimi dfin-i'iliid. in Hupnrllnin Hplnmvioa, (Uuuh radius esb ipsa penduli 
itiniJiitnilu, niinin. 


iMiorosJ'J'io im 

IMIOIIM'IMA 

H>n; I'lUilHli uil rnoltm iHihhmhnuni imMali ddemlnare nioluw et lineam 
Mimmi, in Mi/ir/yic/)' sjiliiii'l'ii'a ih'SO'ibil. 


Moidmo 


Uuiu rni’tiilH DMiltnil 
bilui'. niniH vildiun t'sl. 


poridnl.i ohI, alliKid-iti'i, in snporlicio spbaorica move* 
l„iiKil.ndn pinnlnli. -Sil, haoc loiigitudo seu radius 

-- ,( ■ I V ■ «■') 


mil >11 a 


riirnli AAf (l-'ig. n(i, 1>. 447 ob l'’iK. 97, 11.445). ISrit ergo 


idi’Dijnn 




ti 

j/pi* Id) 


uh(u 

'>'■ (»>-«>)! 


'ill (III 

iddi( u(a'’-~id)‘' 


I..« UvusMin.!.., 

T„m 'J, hnmnmtn^ H tiom-viv.- 1713, P- l-»7l 
IWni um, V; Opm. Vol. t, bugrt 
a> I, Sni i.-si'M hoc problimni cmwiiWdniin noc i 
pa-. via« PMonoiMir iiatinnlin pmcipia waf/imalicn, 
H I, VI I' Ht. 
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Ex his invenitur vis centripsfca ad A tendens, quae facit, ut corpus in pro- 
iectione BQC libeie raoveatur, 

2bu — + ‘igu — ?«“) 


Atque pro curva BQG ha.ec liabebitm- aequatio 


quae ad proiectionem BQG construendam sufficit. Sit tangens in B poj’pon- 
dicularis ad radium AB, id quod semper alicubi contingoi’o debet, nisi pro- 
iectio sit liiiea recta, quia vis eeutripeta decrescit decroscente u. Ponatur 
AB = /; erit 

-i^a-V(a-r) 

atque 

Si praeterea fuerit 

— , 

Via^-n 

corpus in circulo revolvetur, cuius radius est f, celeritate debita altitudini 


_ 9P 
p 2 ]/(«»-/•»)■ 


Penduli vero integras oscillationes iisdem temporibus absolventis longitude 
est ==!/(«» -f). Sin autem non fuerit 2c»== --f^ differentia vero sit 
valde exigua, curva BQO a circulo non multum discrepabit. Cuius curvae 


cedentis 

</=, w 

et 

Hinc est 

dP_ 

4:du 

atque 

P 

u 


ydP 
Pdy " 

= 4- 


8gudu 


(n- 2 g a) y{g^ - ,t3j -t- 3 <? (a* - '««) 


(2 6 - 2irft) l/(a2 - M^) -)- 3^(aa _ 
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Quia curva for© ©st circulus, ponatur u ~ f at(jue 

26 2<7]/(o» - n = - 

quo facio prodibifc 

ydP . 

Pdy . ■ 

Hinc aoquitur intervallum inter duaa absides esse angulum 




l/(4a«-3/'») 


grad. 


Tanto scilicet angulo locus, in quo pendulum ab axe maxime distat, dissitus 
est a loco, in quo pendulum axi est proximum. Q. E. I. 


COROLLARIUM 1 

897. Quo igitur pendulum ^ R = a (Pig. 98) motu turbinatorio circulum 
BJDGE doscribai, oportet, ut eius celeritas debita sit altitudini • 

2 A.(J 


A 



COROLLARIUM 2 

898. Longitude vero penduli, quod oscillationes minimas integras eodem 
tempore absolvit, quo periodus in circulo BBGE conficitur, est = AO. 

COROLLARIUM 3 

'899, Tempora ergo, quibus diversi oirculi mqtu turbinatorio a pendulo 
AB percurruntur, sunt in subduplicata ration© altitudinum AO. 
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TOMtlS ALTER CAPUT IV § 900-908 
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COBOILAEIUM 4 

900. Quo igitur pendulum longitudinis a circulum horizontalem maximum 
couflciat, cuius radius eat a, celeritaa' infinite magna requiritur atquo quaeque 
periodus tempore infinite parvo absolvitur. 

COBOLLAEKTM 5 

901. Si radius circuli BO fuerit valde parvus respectu penduli AB a, 
congruent periodi motus turbinatorii cum oscillationibus integris eiusdem 
penduli. 

COEOLLABIUM 6 

902. Si curva descripta non fuerit circiilus, sed figura proxima atqiie 
BO valde parvum, erit angulus inter duas absides 90“ seu rectus. 

COEOLLABIUM 7 

903. Hoc vero casu curva a corpora descripta erit ellipsis centrum 
habens in A. Quod ex vi centripeta colligitur, quae turn ipsia distantiis fit 
proportionalis. 


COEOLLABIUM 8 

904. Quo maior autem est radius BO, eo maior quoque erit angulus 
inter duas absides interceptus. Atqire si fiat BO^^ BA, erit bic angulus 180“. 


COEOLLABIUM 9 

906. Si angulus BAO fueiit 30 graduum, erit BO^-BA seu 
f^~a. Angulus ergo inter duas absides interceptus erit graduum seu 
99“ 60'. Proiectionis ergo in piano horizontal! haec erit figura ahodefgMk etc. 
(Pig. 99, p. 459) in qua absides summae sunt in a, c, e, g, i et imae in 
h, d, f, h, k, 

COEOLLABIUM 10 

906. In hac igitur figura linea absidum movetur in consequentiaj singulis 
enim periodis circiter 39® progredietur in consequentia. 




COBOLLARIUM 11 

907. Sin autem ille angulus BAO minor fuerit qiiara 30 graduum, tnm 
minor etiam erit absidum progressio. Quae quo pro quovia angulo BAO 
Btatim cognoscafcur , fractionem 

a 

■/(da*— 37*) 

in seriem resolvo, quae erit sequens 


1 4 , .ItL 4 

2 ^ 16 «* + 


27f* 
266 a* 


— j-* etc. 


Una ergo periodo linea abaidum promovetur angulo graduum quam 

proximo, si f valdo eat parvum. 


COSOLLAEIUM 12 

908. Ex bis apparet promotionem linoae absidum in singulis periodis 
proximo esse in duplicata ratipne sinus anguli BAO. 
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